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Vorwort

Die Vorlesung’Physik I”, die ich im Wintersemestefir die Studenterder Ab-
teilung Chemie Lebensmittaekissenschaf Biologie, Erdwissenschafteand Um-
weltwisswenschaftederETH Zirichgelesernabe behandeleinigewichtige The-
menausder”klassischerMechanik’undder”statistischerPhysik”. Mein Ziel war
es,durchdasStudiumdieserklassischerGebietederPhysikeinenEinblick in mo-
derneVorgangeder Atom-, Molekil- und Festlorperphysikzu geben sawveit die-
serein klassischerUrsprungssind. In dieserVorlesungwird bericksichtigt,dass
die PhysikroutinesystematisctKonzepteausderderMathematikbenutzt Dasge-
schiehnichtnurumphysikalischénhaltekorrektzuvermitteln,sonderrtragtauch
der TatsacheRechnungdassdie Natur selbsteine faszinierendémathematische
Struktur” besitzt,die in vielen alltaglichenErscheinungeaum Vorscheinkommt.
Die notwendigernWerkzeugeausder Mathematikwerdenjeweils bei Bedarfein-
gefuhrt,damitihre Verbindungnmit derphysikalischerrragestellundslar wird. Ich
bedank mich bei denvielen Studentendie dieseVorlesungdankihrer Aufmerk-
samleit ermdglicht haben,bei den Assistentendie die dazugebrigen Ubungen
geduldigausgearbeitdiabenundbeidenHerrenV. Krautler U. Zimmerli, undU.
Maier, sovie bei meinerFrauHedi, die mein Skript druck- und webreif bearbei-
tet habenBesondereDank gehtan Herrn Prof. G. Soff, Institut fir Theoretische
Physikder TU Dresdener stelltemir seinexzellentesManuskriptzur Verfligung,
dasmir sehrgeholfenhat.
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VORWORT



Inhaltsverzeichnis

Vorwort

1 Die Bewegungsgleichungen
1.1 Einfuhrung . .. ... .. . .. . .. ..
1.2 DasHamilton-Prinzip. . . . . . ... ... ... ... . .. ...
1.3 EinigewichtigeKraftederNatur . . . . .. ... ... ... ...

2 Anwendungender BG
2.1 Eindimensionalérobleme. . . . . ... . ... ... ... ...
2.2 DasZweikorperProblem. . . . . ... ... ... L.

3 Integrale der Bewegungund Symmetrien
3.1 ErhaltungderEnegie. . . . . . . .. ... ... ... .. ...
3.2 Dielmpulserhaltung . . . . .. ... ... ... .........
3.3 DieDrehimpulserhaltung . . . ... ... ... .........
3.4 *Skaleniwvarianz . . . ... .. ... ...

4 Schwingungen
4.1 Eindimensionaldnarmonischéchwingung . . . .. .. ... ..
4.2 ErzwungeneSchwingung. . . . . . . . . . . . oo
4.3 Dielineareschwingend&ette . . . . ... ... .........
4.4 DieWellengleichung. . . . ... .. ... ... ... ......



Vi

INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1

Die Bewegungsgleichungen

1.1 Einfuhrung

Eine derwichtigstenErscheinungeuer Naturist die Bewegung.Bewegt sichein
ObjektuberAbstande die viel grosserals seineAusdehnungsind, sokanndieses
ObjektalsMassenpunkP betrachtetverden,d.h. eingeometrischePunkt P, der
eineMassem hat,wobeim daseinzigeMerkmalist, dasMassenpunkt@onein-
anderunterscheide(Einheitenfir die Masse:kg). Im Fall einesMassenpunktes
kann dannseineendlicheAusdehnundiir die Beschreiing der Bewegung ver
nachhissigtwerden.Beispielsweisé&kann manfir die Beschreibing der Umlauf-
bahnderErdeumdie Sonnedie Ausdehnungler Erdevernachhssigen-will man
hingegenerklaren,warumesTagundNachtgibt, mussmanbeiicksichtigendass
sich die Erde als Konsequenzhrer endlichenAusdehnungum ihre eigeneAch-
sedreht.Die Lage desMassenpunktes Bezugauf ein geeigneteKoordinaten-
systembeschreibteinenOrtswektor 7, die Bahnvon P eine \ektorfunktions(t),
wobeiderreelleParametet die Zeitist. (Einheitenfir |7, ¢: m, sec)

Verschieden&rosserin derPhysik,wie zumBeispieldie GrundgbsserL ange MasseundZeit,
kdnnenim Rahmender NewtonscherMechanikdurcheineeinzigereelleZahl spezifiziertwerden.
DieseZahl kann dabeivon dem Einheitensystenabtangen,in demwir die Messungvornehmen.
SolcheGrossenbezeichnerwir als Skalare.Ein Skalarwird durch einenBuchstaberanggeben,
z.B.fur die Zeit ¢ undfur die Massem.

Abbildung1.1: Vektora (links). @ = b (rechts)
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AndereGrossenin derPhysik,wie die Ortsangab@derdie Geschwindigkit bedirfenzuihrer
vollstandigenSpezifikationder AngabeeinesBetrageaund einerRichtung.SolcheGrossemennen
wir Vektorenund kennzeichnersie durcheinenPfeil uberdenBuchstabenym die Bedeutungder
RichtungsangabkenorzuhebenSo schreiberwir beispielsweiséiir denOrtswektor 7. Ein Vektor
verbindetzwei Punkte,beispielsweisdezeichnemwir denBetragoderdie LangeeinesVektorsa
mit |@| odera. Wir wollen nundie einfachenGesetzealer VektoralgebrdbehandelnZwei Vektoren
@ undb sind gleich,wennsie dengleichenBetragund die gleicheRichtungaufweiserunabléangig
vonihremAnfangspunktEinenVektor, derdie gleicheLangewie derVektora aufweist,aberin die
entggengesetzt®ichtungzeigt, bezeichnerwir mit —a. Zwei Vektorena und b werdenaddiert,
indemman durch Paralleerschieling den FusspunkdeseinenVektorsg mit der Pfeilspitzedes
anderenVektorsa zur Deckungbringt. Der Summenmektor @ + b beginnt am Fusspunktvon &

Abbildung 1.2: Addition von Vektoren(links) und Kommutatvitat (rechts)

und reicht bis zur Spitzevon b.a+b entsprichtder Diagonalendesvon @ und b aufgespannten
Parallelogrammsk-ur die Vektorsummagilt die Kommutatvitat

i+b=b+a
Entscheidendiir die Kommutatvitat ist die freie Parallelverschiebbamit der Vektoren.Assoziati-
vitat:
(@+b)+é=a+ (B+2)

Wiederumilberzeugmansich aufgrundeinergraphischer\/eransghauIichungofortvon derRich-
tigkeit dieserBehauptungDie Differenz zweier Vektorena und b oder die Vektorsubtraktiorist

Abbildung1.3: Assoziatvitat

definiertals
d—b=d+ (—b)
Subtrahiermand von sichselbstsoergibt sichderNullvektor

o
i—a=a0.
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UnterdemProduktpa einesVektorsa mit einemSkalarp, wobeip einereelleZahlist, verstehiman
einenVektor, derdie gleicheRichtungaufweistwie @ unddenBetrag

lpd| = |pl - |d]

hat.
Hierbeigilt dasDistributivgesetzd. h.

%25’

Abbildung1.4: Multiplikation mit einerZahl

sowie dasAssoziatvgesetz
a(pd) = p(qd) = qpa.

Ein Einheits\ektorist ein Vektormit derLangel. AusjedemVektora lasstsichdurchMultiplikation
mit demKehrwertseinesBetragesin Einheits\ektoré, in Richtungvona konstruieren.

o 1,
€ = —Q
a
unddamitauch
a=aée,
mit
- a
|ea| =—-—=1
a

Einheits\ektorenwerdenin der Regel mit denBuchstaber odersi bezeichnetWir fasserdie Ge-
setzederVektoralgebrausammen

1. a+b=5b+a Kommutatvgesetaier Addition
2. (@+b)+é=a+ (B+7) Assoziatvgesetzler Addition

3. p(ga) = (pg)@ = q(pd) Assoziatvgesetzder Multiplikation
4. (p+q)@a=pd+qad Distributivgesetz

5. p(@+ I_;) = pa + pb Distributivgesetz

Bislanghabenwir Orts\ektorenals einenSpezialéll der Vektorendiskutiert. Der Zusammen-
hangmit dem abstraktermathematischeWektorberiff ist leicht herstellbar Die Gesamtheider
VektorenbildeneinenlinearenVektorraumV” GiberdemKaorperderreellenZahlenR.. Eswerdendie
folgendenAxiome erflllt:
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1) ZwischenzweiElementerw, bevV ist eineVerknipfung(Addition) definiert
i+b=5eV
mit

1) @+b)+c=ad+(b+2) (Assoziatvitat)

2) Nullelement@ + 0 = a furalle@

3) InversesZujedema € V gibtesein(—a) € V, sodaRgilt

i+ (—a) =0,

4) @+b=b+a (Kommutatvitat)

II) Multiplikation mit Elementerw, 8, .. € R :

a € Ridad € V=ai €V
mit

1) (a+ﬂl('i:a[i+ﬁ_(:i,
):

a(@+b ad + ab, (Distributivitat)
2) a(Bd) = (apf)a (Assoziatvitat)
3) EsgibteinEinselement, sodassyilt

l-a=a furallea € V.

Skalarprodukt von Vektoren. Wir haberbisherdie Multiplikation von Vektorenmit Skalaren
betrachtetJetztwenderwir unsderMultiplikation von Vektorenzu. Hierbeiwerdenwir zwei unter
schiedlicheTypenvon Produktenvon VektorenkennenlernendasSkalarproduk{inneresProdukt)
und dasVektorprodukt(aussere®rodukt).Als SkalarprodukizweierVektorena und bezeichnet
mandenfolgendenSkalar:

d’-g:abcosﬂ,

wobei® denWinkel zwischendenVektoreng undb kennzeichnet.

9= (ab)

Anschaulichhandeltessichum dasProduktausderLangedeserstenvektorsmit derProjektiondes

Abbildung 1.5: Skalarprodukt

zweitenVektorsauf die Richtungdesersten Offensichtlichgilt
@a-b=0,
falls1) a = 0 oder(und)b = 0
oder 2) ¥ = m/2.
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Basierencauf dieserEinsichtbezeichnemir zwei Vektoreng undb als orthogonal(@ L 5) zuein-
anderfalls@-b =0

Eine wichtige Eigenschaft des Skalarprodukts betrift den Betrag eines Vektors. Wegen
cos(0) = 1 gilt

Damitkdnnenwir schreiben

Fir denEinheits\ektorhabenwir
eg-e=1.

Ein Vektorraumjn demein Skalarproduktlefiniertist, heisstunitarerVektorraum.
EinemProduktvon zwei Vektorenkénnenwir jedochaucheinenVektorzuordnenDasVektor
produkt(aussereProdukt,Kreuzprodukt)von zwei Vektorenz undb fuhrt zu einemVektoré&

- - 7
c=axb.

Der Vektor¢ hatfolgendeEigenschaften:

Oy

e

[
I b-sinp-
I

(o1

Abbildung1.6: Vektorprodukt

1. c=absind, .
wobei¥ wiederdervona undb eingeschlossend/inkel ist. Der Betragvon ¢, alsoc, ent-
sprichtdemFlacheninhaltiesvon @ undb aufgespannteRarallelogramms.

2. &stehtsenkrechauf dervond undb aufgespanntekbened, b und¢ bildenein Rechtssy-
stem.

Wir wollen nuneinigewichtige EigenschafterlesVektorproduktesliskutieren.

1) antikommutatv:

- r T 3
axb=-bxd

)
@xb=0 falls 1) aoderb=0
2) b=oad;a € R
Fur kolineareVektorengilt sin ¢ = 0, dad¢ = 0, undsomitverschwindetlasKreuzprodukt.
) distributiv:
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IV) nichtassoziati

@x(bx&)£@xb)xé
V) bilinear

(ed)xb=ax (ab)=a(@xb)
Wir wollen nuneinigeEigenschaftenon BasisektorennaherbeleuchtenWir stellendenVek-
tor @ durchdenEinheits\ektoreé, dar, um Betrags-und Richtungsangabetwaszu trennen
a=aé,.
Zwei Vektoreng undb mit derselbenRichtungé heisserkolinear Fur sielassersichreelleZahlen
a # 0, B # 0 finden,die die Gleichung
ad + ﬂ(-; =0

erfullen.a undEsindlinearabhingig.Damitk'c')nnenwir umgedrehfolgendeDefinition vereinbaren:
n Vektorend, ao, ..., @n, heisserinearunabléngig,falls die Gleichung

n
E ajd; =0
j=1
nurdurch

ar=as=..=a, =0

erfullt werdenkann.Andernglls heissersielinearabltangig.

Fernergilt die Definition: Die DimensioneinesVektorraumesst gleich der maximalenAnzahl li-

nearunablangigerVektoren.In einemd-dimensionalervektorraumbildetjedeMengevon d linear
unablangigenVektoreneine Basis,d.h. jederbeliebigeVektor diesesRaumedasstsich als Linear
kombinationdieserd VektorenbeschreibenBesonderbedeutsanals Basis\ektorensind Einheits-
vektoren,die paarweiseorthogonalzueinandesind. Man sprichtin diesemFall von einemOrtho-
normalsysteng; , ¢ = 1, 2, ..., d. Damitgilt

€ - €5 = 055
mit demKronecler-Symbol
Py 1 far i=j
YTl 0 fur i #j.

Ein OrthonormalsystengasgleichzeitigBasisdesVektorraumed’ ist, bezeichnetanalsvollstan-
dig. Fur einenbeliebigenvektora € V gilt dann

d
a = E aj €j .
j=1

Die a; sinddie KomponentemlesVektorsa beziglich derBasiséy, ..., 4. Beispielsweisdildendie
kartesischeiBasis\ektorene;, €, undeé’, ein vollstandigesOrthonormalsysterdes E3. Die Kom-
ponentenschreibweigzlaubteinegeb@uchlicheDarstellungdesVektorsals Spalterektor:

a1
a2

QL
I

ad
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oderals Zeilervektor:
a= (a1, a2, ...,ad).
Fur dendreidimensionaleruklidischerRaumkdnnenwir somitexplizit schreiben
i = g€y +ay€y + a.€; = 0181 + a2é> + a3és
3
= E a; €
j=1
oderauch
(_i = (al,az, a3) .

Mit demvollstandigenOrthonormalsysterkdnnenwir auchdenBetrageinesVektorsauswertenEs
ist

3
|g]=Va-a= Z aia; (€ - €;)

ij=1

)
I

3

3
E aiaj 6ij = E a? =+/a?+al+al .
=1

irj=1

Fur die Richtungsksinusseerhalterwir mittelsderkartesischet{omponentem;

—

a; =€;-ad=a cosv;
it 9i = (@,a).
Damitfolgt sofort

@
cos¥; = —.
a

Fernerbekommenwir

2 2 2 2 2
(423 a3_a1+a2+a3

=1.
a’>  a? a?

2

2 2 2 ay
cos” Y1 + cos” ¥2 + cos 193:—2+

a

Auch dasSkalarprodukiasstsich mit demvollstandigenOrthonormalsystenteicht auswertenEs
ist

o
Sl
Il
]«
8
o
]«
S“
&

3 3
= aib; € -¢e; = Z a;bj di;
i,j=1 i,j=1
3
= a EZ Zajb]
j=1

Wir studierenjetzt Vektorproduktemit orthonormalerBasis\ektoren,die ein Rechtssysterbilden.
Esist

51 €2=€37
& €3 = é1,

o
™
I
o™
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aberzumBeispiele> x €1 = —é3 undé; x 1 = 0. Multiplizieren wir denresultierendervektor
wiederskalarmit &;, sofolgt

1 falls(, j, k) zyklischaus(1, 2, 3)
€ - (€5 xéx) =« —1 falls(s,j, k) antizyklischaus(1,2,3) » = &4
0 sonst

€ijk ist dasLevi-Civita Symboloderdersogenanntéotal antisymetrisch&@ensordritter Stufe.Esist
also

Eijk Zé‘l(é} ng) .

Mit diesemSymbollassersichVektorprodukteder Basis\ektorenzusammerdssendormulieren:

3 3 3
c=axb= E aib;(€; x €5) = E €ijk aib; € = E Ck €
i,j=1 i,5,k=1 k=1

mit derabkiirzenderSchreibweise
3
Cr = E Eijk aibj
i,j=1
oderausfihrlich
c1 = azbs — asb2, co = asby — a1b3, c3 = a1ba — asb1.

Das Kreuzproduktlasstsich auchleicht mit Hilfe der DeterminantenschreibweisgiswertenEin
rechteckigeSchemavon Zahlenwird Matrix genannt.

Spalten
ail a2 Q1q
a1 Q22 Qa2q
+— Zeilen
ap1  Gp2 Qpq

Dererstelndex desKoefizientengibt die Zeile an,derzweitedie Spalte Fir denFall, dassg = p ist,
sprichtmanvon einerquadratischeMatrix. DieserMatrix lasstichein ZahlenwertD zuordnender
Determinantggenannwird. Fur die Dimensioneri, 2 und3 lasstsichdieserWert folgendermassen
auswerten

1.) det(au) = |a11| =a1 ,
2.) det ( a a ) =
a21 a2

a1 a2 a3 a1 a1z a3
3.) det| a» a2 a3 | =|aun ax a3

az1 a32 ass

= aiaz22 —aiz2az1 ,

az1 az2 ass

a2 Q23
as2 as3

a1 Qa23
asir  as3

a1 Q22
a1 as2

= a1 + a3

— a12

= a11(az2a33 — az3a32) — a12(az1a33 — azzas1) + aiz(azias2 — azzas)
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Mit Hilfe der Determinantenschreibweidé@nnenwir das Vektorproduktauchformal auswerten
durch

o
X
o
Il

al a2 as

b1 b2 b3

= (a2b3 — a3b2)€1 - (a1b3 — aabl)gz + (a1b2 — a2b1)€3 .

‘é’l € €3

Diesist identischmit dembereitsabgeleitetefiResultat.

Wird jedemWert einerskalarenVariablent ein Vektor#(¢) zugeordnetdannheisstr(t) Vek-
torfunktion der skalarenVariablet. Tragt man(t) in einemfestenPunkt0 an, dannliegen die
Endpunktevon 7(t) auf einerRaumkure, die Trajektorieoder die Bahnkune desMassenpunktes
P.

Ein wichtiger Begriff ist die Ableitung derartigervektorwertigerFunktionen Wir betrachten” zu

v g
6 o

(k. AF)

4

Abbildung 1.7: Bahnkune einesMassenpunktes

verschiedeneZeitent undt + At undbildendenDifferenzektor A7 = 7(t + At) — 7(¢). Dies
erlaubtdie Geschwindigkit als Grendibegangzu definieren:

lim &7 2 pe &

At—0 At dt
In einemzeitunablngigenorthonormalerBasissystene; gilt 7(t) = Zlex,-(t)éz, kurz 7 =
(z(t),y(t), 2(t)) und 7 = (&(t),9(t), 2(t)) (sog.kartesischeKoordinaten).Ein MassenpunktP
in einemeuklidischenRaumhat dementsprechengl Freiheitsgrade d.h. seineLageist durchdie
Angabevon 3 Koordinatereindeutigfestgelgt. Esgeltendie folgendenAbleitungsrgeln

%[f(t)é’(t)] = fmae +f@ae)

g 5oy = a5 +aw b
d

dt

HohereAbleitungeneinerVektorfunktionlassersich entsprechendefinieren Fur analytischevek-
torfunktionengilt die Taylor Entwicklungumt = to:
WOl QIR

F(t):F(t)|to+T-(t—to)+T-(t—t0)2+...

[@t) xB®)] = &) x B(t) + at) x b(t)

Die Integrationvon vektorwertigerFunktionenerfolgt auchkomponentenweise:

/t " Mot = ( /tt @ (t)dt, /tt y(t)dt, /tt z(t)dt)

o



10 KAPITEL 1. DIE BEWEGUNGSGLEICHUNGH

beiderkonkreten_dsungphysikalischeProblemdst die Wahl geeigneteKoordinaterein sehrwe-
sentlicherLdsungsschrittBenutztmankartesisch&oordinatendannbetrachtetan P sozusagen
alsdie Ecke einesParallelepipedsMan kannsichaber P auf einerKugeloberfache(Zylinderober
flache)vorstellen:dannbenutztmanKugelkoordinater{Zylinderloordinater):

(z,9,2) = (rsinfcoso,rsinfsind,rcosh);0<0<m0<¢d< 2w

(x,y,z) = (pCOS é, pSin¢az);0§¢§27"

Zylinderkoordinatenin der Ebenez = 0 heissenauchPolarkoordinaten Kugel-undZylinderko-

A

Abbildung 1.8: Kugelloordinaten(links) und Zylinderkoordinaten(rechts)

ordinatensind ein Beispielvon krummlinigenKoordinaten Mit einergeeigneterParametrisierung
z(q1,92,93),y(q1, 92, g3), 2(q1, g2, ¢3) kannmandie krummlinigenKoordinaten(qi, g2, g3) dazu

benutzenden ganzereuklidischenRaumals eine aufeinanderfolgend8equenz/on Raumfichen

zudeclen.

DerdirektestalNeg, die Bewegungvon P zu erfassenist die Messungron #(t)
Uberein gewissesZeitintenall. Dadurchlasstsichvielleicht ein Gesetzerkennen,
mit desserHilfe mandenweiterenVerlauf der Bewegungvoraussagekann.So
haberNaturwissenschaftldris undmit GalileoGalilei gearbeitetDurchunzihlige
Beobachtungehatteman ein sehrgenauesild, z.B. der Dynamik der Planeten
undderSterngfastsogenauvie unseresgrlangt,undkonntedamitschorBegriffe
wie die jahrliche Periodizitit der Erdbevegung um die Sonneformulieren.Das
Experimentvon Galileo auf demTurm von Pisaist in diesemSinneein Merkmal
in der Geschichteder Physik: Er lassteine KugelauseinerHohe z, fallen, misst
ihre Lagez alsFunktionderZeit undschliessaufeint? -Gesetzz(t) = z— 3gt>.
Galileowar danachimstandedie PositionderKugelzu jederZeit anzugeben.

Im Prinzip kdnnte man auf dieseArt alle wichtigen Bewegungender Natur
erfassenDank Sir IsaacNewton wissenwir jedoch,dasshinter der Vielfalt von
Bewegungennochfundamentaler&esetzexistieren,anhanddererdie Bahnvon
P im Prinzipvoraussehbast, wennnur zu einembestimmterZeitpunktOrt und
Geschwindigkit bekanntsind.Dasvereinfichtnatirlich dasLebendesPhysilers:
Er mussnichtjedenP muhsamverfolgen,umein empirische$sesetzuformulie-
ren.EineeinzigeAngabe(7 (1), {:'(to)) geriigt. DieseAngabenenntmanAnfangs-
bedingungn die Gesetzedie die BewegungbeschreibemenntmanBenvegungs-
gleichungen
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1.2 DasHamilton-Prinzip

Leider berbtigt die Formulierungder Bewegungsgleichunges wie alle Gesetze
derPhysik— einengewissenGradan Abstraktion.DieseAbstraktionist, nebender
BeobachtungeineweitereEigenschaftdie die PhysikkennzeichnetAbstraktion
bedeutebft die EinfUhrungvon Hilfsgrossendie keinenunmittelbarerexperimen-
tellenZuganghabenunddeshalbehermathematischeXatursind.

SeitdenArbeitenvon R.P Feynman(wie NewtonundEinsteineinerderGros-
sender Physik)wissenwir, dasseine allgemeineMethode,physikalischeGeset-
ze zu formulieren,im Prinzip der kleinstenWirkung (principle of least action)
liegt. DiesesPrinzipwurdevon W.R. Hamiltonin der Mechanik1823eingefihrt,
und erlaubt,die BewegungsgleichungeaufzustellenDie fur seineFormulierung
berbtigtenabtsrakteriGrosserwollenwir anhandlesExperimentsen Galileoeinfuhren.
Geagebensei ein Massenpunk®, der sich auf einerHohe zy zur Zeit ¢y befindet.
Lasstman P fallen, so verringertsich seineHohe, wahrendseineGeschwindig-
keit gleichzeitigzunimmt. Zur Zeit ¢, besitzt P aussich heraug(dadurchdasser
aufeinerbestimmterHodheist) die Fahigleit, Geschwindigkit zugewinnen.Diese
Fahiglkeit dricken die Physiler mit demBegriff der potentiellenEnegie aus.Die
potenzielleEnegie ist eine skalareGrosse,d.h. sie kann nur eine Funktionvon
(7- ) sein.Die einfachsteWahlfir E,,; im GalileoExperimenist Ep(z) = az,
wobeiwir « spaterbestimmenMit dieserWahldriickenwir die Tatsacheus,dass
je hdher P liegt, die Geschwindigkit dementsprecherzlinehmerkann,bevor er
aufdie Erdetrifft. Wir kdnntenauchweiterePotenzerwon zy beliicksichtigen(das
ware sogarrichtiger wie wir spater zeigenwerden).Wir wollen abersehen,ob
diesereinfachelineare Ansatz geriigt, um den Fallvorgang zu beschreibenDie
einfachsteskalareGrosse die manmit einemVektor# bildenkann, st (7 - 7), so-
dassdie Enegie, die mit der Geschwindigkit assozierist, E;,, = Eyi (7 - 7)
seinmuss.Wir werdenspatersehendassdie einfachstewabhl, die sich anbietet-
Eyin(2) o 2z —falschist: die niedrigstePotenz die mit denExperimentenn Ein-
klangist, ist Ey;,(2) = (22, wobeiwir seitEinsteinwissen dassauchdieseWahl!
nureineNaherundiir z << ¢, mit (¢ = Lichtgeschwindigkit = 3 x }08 m/sec)
ist. Durch die Einflhrungder abtstrakterBegriffe E,q () und Egy, () sind wir
imstandedasHamilton Prinzip zu formulieren.Dem Massenpunk® ordnenwir
die LagrangeFunktionzu:

L[7(t), 7(t)] = Ekin(7) — Epot(7)

dieim Fall vom GalileoExperimentzu L(z, 2) = B2 — az wird.

Der Begriff desFeldesstellt ein fundamentale&onzeptin der Physikdar Man unterscheidet

zwischenSkalarfelderrund Vektorfeldern Ein Skalarfeld®(7) = ®(z, y, z) ist eineskalarwertige
FunktiondreierunablangigetVariablenwobeisichdie Zahldreiaufdie DimensionunserefRaumes
bezieht.
Beispiel: Wir betrachterdie Funktion®(7) = a/(1/z? + y? + 22). Graphischstellt mansolche
Felderdurch2-dimensional&chnittedar, in denerdie Flachen® () = Konst (Aquipotentialfiche)
alsHohenlinienerscheinenDer AbstandderLinien enstprichdabeigleichenWertunterschiededer
Konstanten.
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Beispiel:Die LagrangeFunktiondesGalileo Experimentkannmanals zweidimensionaleSkalar

feld L(z,y) = y* — « darstellen.

Ein VektorfeldordnetiedemPunktim RaumeinevektorwertigeFunktion K = I?(F) Zu.

Beispiel: DasGravitationsfeldeinesMasssenpunkteist gegebendurch

K(F) = m ey

Graphischlassensich Vektorfelderdurch2-dimensionaleéSchnittedarstellenjn denendie Flachen
konstanterFeldstrke | K (7] = Konst. als Hohenlinienerscheinenan denenman dasFeld lokal

durch einenVektorpfeil charakterisiertVektorfelderkann man auch mittels Feldlinien darstellen,
wobeidasFeldtangentialzur Feldlinie verlauft. Die Dichte der Feldlinienist dannein Massfur die

Starke desFeldes. Fur SkalarfeldekannmandenBegriff derpartiellenAbleitungeinfuhren:

g &

N
o

Abbildung 1.9: GraphischéarstellungeinesSkalarfeldes

—

0 1 2 3 4

Abbildung 1.10:GraphischéDarstellungvon L(z, y) = 42 — =

0% . . ®(z+Azx,y,2)
Bx-_gggo Az

(und ahnlichfirr y, z). Damit |asstsich die raumlicheAnderungder Skalarfeldeeschreibenwir
betrachterzwei Punkter; und?, die durcheinekleine Strecle di* voneinandegetrenntsind.
Die Anderungd® = ®(7) — ®(71) ist gegebendurchdie folgendeSumme:

0% 0d o
0% 0% 09
- (a_z:a_yyg)(dxady,dz)

~ Vd-dP
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¥

a

Abbildung1.11:GraphischéarstellungeinesVektorfeldes

Abbildung1.12:Konstruktionzur Berechnungron d® (links) undgraphischéeu-
tungdesGradienter(rechts)

wobei V@ derGradientvon & undd® dastotaleDifferentialdesFeldes® sind.Der Gradientlasst
sichdeutenjindemmands in die Richtungwahlt, sodassd® = 0 in dieserRichtungist. Aus der
GleichungV @-dry = 0 folgt, dassv® senkrechiaufdr? stehtAnderseitglefiniertd® = 0 Flachen
® = Konst., sodassV® senkrechaufdenAquipotentialfbchersteht.SeinBetragist ein Massfiir
die Starke der Anderungvon ®, wennmansenkrechzu denAquipotentialficherfortschreitet.

Fur ein VektorfeldkannmandenBegriff desLinienintegralseinfuhren(in der Physiksprichtman
von "Arbeit” A oderW). Die Arbeit, die wir aufbringenmiissenum einenGegenstand/on Punkt
Py, zuPunktP, entlangdesWegs C' zu baewvegen,ist definiertals Wegintegral der Kraft

W:/ﬁ-d?
C

mit d¥ = (dz, dy, dz). Das Inkrementd7 ist ein Vektor, die Arbeit hingegen ist aufgrunddes
Skalarproduktesin Skalar
C ist hierbeidie Bezeichnundir die Raumkure 7 (t) zwischendem AnfangspunktP; = 7(t1)

=
> <

AF*

K

Abbildung 1.13:Zur Definition der Arbeit einerKraft
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unddemEndpunktP, = 7 (t2). Wir gebennuneineMabglichkeit an, dasLinienintegral explizit zu
berechnenDazuzerlegenwir dasVektorfeld ' in seinekartesischetikomponentemindsetzendies
in daslntegralein:fﬁ-dF: f(Fm, F,, F.)-dr. Die kartesischeiomponentet¥; sindnocheine
FunktiondesOrtes,d.h. F; = F;(z,y,z) mitz = z(t), y = y(t) undz = z(t). Fur dasintegral
berbtigenwir die KomponenterdesVektorfeIdesf entlangder Raumkure in Abhangigleit des
Parameters. Wir erhaltendies,indemwir die entsprechendeomponenterder Raumkure 7 (t)
in F;, Fy, und F; einsetzenFur di schreiberwir di¥ = Z—’Z - dt. FUr dasArbeitsintegral ergibt sich
durchEinsetzen

[#ar = [ [0, 0. a0, 0. 00 260,00, 00 5| @

C C

tg
dx dy dz
EO% 4+ rn% Fz(t)—] dt
/tA [ at " v ag dt

Damit ibersetzemvir dasLinienintegral in die Summegewnohnlichereindimensionaleintegrale.

Beispiel Das Vektorfeld £ und die Raumkure 7 (t) seiengegebendurch F = (0,0, —mg)
und (vot, 0, z0 — 1/2gt). Die von derKraft geleisteteArbeit zwischendenZeitent 1, t ist

to

to
/F"-df' = /[0,07 —mg|[vo, 0, —gt]dt

t1 t1
1 50 2
= 3mg (t3 —t1)

= mg-z1 —mg- 2z

Falls F = —V_'<I>, heisstdasVektorfeldkonservativ Fir solcheFelder welcheKraftfelder sind, gilt
F-di* = d® Somitist [ F'-di = &(P1) — ®(P2): Wegintegraleiiberkonserative Felderzwischen
denPunktenP; und P, sind unablangigvom explizit gevahltenWeg, und sind nur vom Wert des
skalarerFeldesam Anfangspunk; undamEndpunktP, ablangig.

Nach dem Hamilton Prinzip verlauft die Bewegung einesmechanischeisy-
stemsvon einemgegebenerAnfangspunkiur Zeit ty zu einemgegebenennind-
punktzur Zeit t; derart,dassdie Wirkung

- 5 1 .
S, r@) = [ L(7), 7))t
to
minimal ist (Prinzip der kleinstenWirkung). S[F,JT] ist ein Funktional dasallen
moglichenBahnen[7(¢), 7(t)] einereelle Zahl zuordnet- denWert desIntegrals.
Eine Moglichkeit, diesesPrinzip zu benutzenum die physikalischeBahnzu fin-
den,ist die Auswahl vieler Bahnen,unterwelchenS minimalisiertwird. In die-
semSinneist dasHamilton Prinzip ein Variationsprinzipd.h. manversuchtdurch
variierender Bahnjene zu finden, die S minimiert. Es ist heutzutagenicht un-
gewvohnlich, dassviele Problemeder Naturwissenschatftinklusive der Biologie)
als Variationsprinzipformuliert werden.Damit wird dasProblemder Suchenach
dem Minimum einesgeeigneterFunktionalsreduziert— ein idealesTerrain fur
die heutigenSupercomputelOft wird die Suchenachder Lésungfolgendermas-
sengestaltetmanerzeugteine Scharvon Funktionendie ausirgendeinenGrund
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"physikalisch”seinkdnnten DieseFunktionenverdengeeigneparametrisiertind
eswerdensolcheParametegesuchtdie S minimalisierenDie soermittelteFunk-
tion ist danneine Moglichkeit fur die korrekteL dsung,wobei ein Funktionaloft
viele Minima besitzt, so dassdie Suchenach dem absolutenMinimum weitere
Optimierungsschritterfordert.

Wir wollendiesemmoglichenLdsungswg amGalileo-Experimentillustrieren.
Wir beginnenmit der Vermutung(um ein Variationsproblenverninftig zu l6sen,
mussmaneine”Vermutung’uberdie moglicheBahnhaben)dassz(a,t) = zy —
at? ist. a ist hierdersogenannt¥ariationspaameter dersogevahltwerdenmuss,
damitS minimalwird. Damitist

L(z(t), 2(t)) = B(—2at)?® — a(z0 — at?) = 4Ba*t* — azy + aat? = L(a,t)
—_— —m

Ekin E;uot
Die Bahnwird variiert, aberdie Randpunktesollen fest sein. Wir setzenz(t =
0) = zo und z(t = ty) = 0 ein. Die Wirkung berechnetiber die moglichen
Bahnenz(a, t) zwischendieserfestenRandpunkteist

S(a) = /OtOL(a,t)dt:

1 2 zo=at?
= 54a2§t8 —azptyg + a§0 o

1 2
= B4a2§t3 -« agtg

apn, bestimmerwir als LbsungderGIeichung%ff) =0, d.h.ap, = j5. DerVer

gleichdiesegheoretischefResultatanit demexperimentellerResultata,;, = %g
erlaubt dasVerhaltnisdesbisjetztunbekanntefarameterg unda zubestimmen:
% = 2g. Mit Hilfe diesesPrinzipshabenwir eineeindeutigeVoraussagerlangt,
die mit demExperimemtverifiziert werdenkann:legenwir 3 fest,dannist aucha
festgelgt. Mit derWahl 8 = 1/2m, musserwir « zumg umwandeln,damitdas
Hamilton Prinzip mit dem Experimentkonsistentst. Damit kennenwir auchdie
genaud-ormderLagrangeFunktionfir dasGalileo Experiment.

Wir hattenandersargumentiererkonnen.Angenommendie Koefizientena
und 3 seienbekannt,dannbesagtunserVariationsprinzip,dassa,, von m un-
abhangigist. Wir habendamit eineVoraussag@roduziert,die manexperimentell
testerkann.lIst der Testerfolgreich,sofreuenwir uns,dassauseinemso abstrak-
ten Prinzip direkt eine solchkonkrete(und gewissermasseiiberraschendexpe-
rimentelleTatsachdolgt.

Ein zweitermoglicher Weg zur LosungdesVariationsprinzipsszon Hamilton
fuhrtzu denBewegungsgleichungerzum StudiumdisesegzweitenWegswollen
wir zurachstVariationsproblemén Allgemeinendiskutieren.

Gegebenseidie integrierbareFunktion

F=F(y(z),y (z))
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Wir suchereineFunktiony = y(z), sodaRdasFunktional

I- / " Fly(@), v (2)) de

1

einenExtremalvertannimmt.Angenommeny(z) seiebendieseFunktion,die 7zu einemMinimum
macht.Dannwachstl wenny(z) durcheineFunktionderFormy(z) + dy(z) ersetztist. dy(x) ist
einebeliebigedifferenzierbard-unktion,die andenEndpunktenverschwindet.

dy(z1) = dy(z2) =0

und heisstvariation der Funktiony(z). Die Anderungvon I beim Einsetzenvon y(z) + dy(z) ist

A

ﬂ%%&y{x)
|

Abbildung1.14:Die Variationvon y(zx)

die Variation desFunktionalsI[y(z)]:

o1 = I[y(x)+ dy(x)] — I[y(x))

P

= /dx (F(z,y(z) + dy(z),y' (z) + 6y (x))) — F (2, y(x),y (x))

Die EntwicklungdieseifferenznachPotenzewondy unddy’ im Integranderbeginntmit Gliedern
ersterOrdnung Die notwendigeBedingungdassl extremalist, istdasVerschwindemieserGlieder
NachAusfuhrungder Taylor Entwicklungerhaltenwir

“2 (OF oF _,
I = - . = .
é /a61 (8y 5y+6y, 5y>dm

Wennman bericksichtigt,dassdy’ = di&y ist, dannlasstsich der zweite Integrand partiell
€T

integrieren:
2 9F d oF 1" 2 d OF
/m oy @ = |ay% —/ o\ oy )°

Dadie Endpunktdestseinsollen,verschwindetlerausintgrierteTerm,unddie Extremalbedingung

lautet
2 (9F d OF
/ml (a—y‘aa—y)@dw—o

Dady(x) einebeliebigeFunktionseinkann,ist dieseGleichungallgemeinnur dannerfillt, wenn

d OF(y(x),y'(z)) _ 9F(y(z).y'(x)) _,
dx oy’ oy
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ist. Diese Beziehungheif3t Euler-Lagrange-Gleidung Sie stellt eine notwendigeBedingungfir
einenExtremwertdeslintegrals’ dar

Wir kehrenzuriick zumHamilton Prinzip.Hierbeiwird die Zeit alsKoordinate
nichtvariiert. DasSystemdurchhuft einenBahnpunktunddendazugebrigenva-
riiertenBahnpunkizur gleichenZeit. Esgilt alsodt = 0. Ausgehendrom Integral

t .
sT=6 [ LW, Fb),)dt=0
t1

fuhrenwir die Variationdurch. Die Variation einer Bahnkune 7(¢) beschreiben
wir durch#(t) — 7+ §7(t), wobei §7 an den Endpunktenverschwindersoll:
07(t1) = 07(t2) = 0. Dadie Zeit nichtvariiertwird, folgt

t2
1) Ldt
t1 t1

I
[
™~
IS
&

wobeig;(t) diei-te Koordinatedarstellt.Wegen%6% = §4;(t), liefert die partielle
IntegrationdeszweitenSummanden

t2 9L t2 9L d
" aqz_ q; " 8%’ dt q;

oL . 1% t2 1 d 8L
9% ] -/ (——.)5 dt
[3% & 4, Ju \dtog; &

Dadq; andenEndpunkter(integralgrenzenyerschwindeterhaltenwir fir die
Variationdeslintegrals

ta oL d OL
JI:/ <__——.>(5'dt:0
N [Z oq;  dt 0g; %]

Daslntegral verschwindehur dann,wennderKoefizient einesjedendq; ver-
schwindetDarausfolgendie Lagrange-GleichungenderMechanik:

4or oL _
dtdg;  0q;
1 = 1, 2, 3. Dassinddie Bevegungsgleibungen SiesindeineFolgedesVariations-

prinzips, so wie alle Gleichungerder Physik eine Folge einesVariationsprinzips
sind (oder sein sollten). Fur einen MassenpunktP mit der LagrangeFunktion

LI7(t), 7(t)] = 1/2m# — U(7), bekommenwir

m -7 = —VU(F)
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Diesewurden,in dieserForm, von Newton gefundenDesweenheisserdie La-
grangeGleichungereinesMassenpunktem kartesischetKoordinaterauchNew-

ton GleichungenWichtige Fragender Physikwurdendurchdie explizite Losung
dieserGleichungerbeantvortet. Die BG sind DifferentialgleichungeiDG). Sie
lassersicheindeutigdsenwenndie Anfangsbedingungebekannsind.Die Struk-

tur dieseifferentialgleichungesuggeriertdasszweiAngaberalsAnfangsbedingungen
notwendigund hinreichendsind: Ort und Geschwindigkit zu einer bestimmen

Zeit.

Die Termein denNewton GleichungerhabenfolgendeBedeutungDie zwei-
te zeitliche Ableitung von 7 ist die Bestleunigungvon P, und beschreibtdie
Anderungder Geschwindigkit. Die negative Ableitung der potentiellenEnegie
ist die Kraft, die fur die Anderungder Geschwindigkit verantvortlich ist. Die
Beschleunigungyird in denEinheitenm /sec? gemessendie Kraft misstmanin
kg - m/sec? = Newton (N). Die Enegie ist deshalbN - m = Joule (J). Am
Beispielvon Galileonehmerdie BG einebesonderginfacheForman.Die poten-
tielle Enegie, die der Ursprungder Kraft ist, ist bekannterweisengz. Die Kraft
ist (0,0, K, = —myg). Die Bewegungsgleichungelauten

mz = my = 0; mzZ = —mg

undderenLosungmit z(t = 0) = y(t = 0) = 0, 2(t = 0) = zo:

1
(07 Oa 20 — §gt2)

1.3 Einige wichtige Kr afte der Natur

Die entscheidend€&rossederMechanikist die potentielleEnegie. Man fragt sich
nun, wie die potentielleEnegie beschdtn ist, die in einembestimmtenSystem
von Massenpunktesteckt,(MassenaberauchElektronen Atome, Molekule und
Festlorper!). Diese Fragemussvon Fall zu Fall beantvortet werden,und viele
Falle (die potentielleEnegie zwischenQuarks zumBeispiel)sindweit davon ent-
fernt, gelostzu sein.

Die bis jetzt benutzteVorstellungiber die potentielleEnegie, die ausdem
Galileo-Experimenhenorgeht, musserweitertwerden.Wir hattennamlich nur
mit einemP zutun. Dasist einenochzu begrindende/ereinfichungdennin der
Tat sind alle nicht trivialen Problemeder Physik— seienes die Planeterum die
Sonnegseiesdie chemischdBindungin MolekulenundFestlorpern—dadurchge-
kenngezeichnetlassmehrereMassenpunktbeteiligtsind.Die potentielleEnegie
beschreibtie WechselwirkungwischendenMassenpunkterDieseneueDefini-
tion sprengnatirlich unsereDefinitionderpotentiellerEnegie alsdie Grossedie
in kinetischeEnegie umgeavandeltwird. Mit dieserDefinition konnenwir jetzt
allgemeinewnorgehen.

Fur die Bestimmungvon E,,; gibt esleiderkein allgemeinesrinzip. So hat
zum BeispielNewton dasGravitationsgsetz dasdie Wechselwirkungzwischen
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zwei Massenbeschreibtausder AnalysezahlreicherBeobachtungexer Mond-
und Planetenbeegungen(von Tycho Bracheund Kepler durchgeiihrt) erraten.
SeitNewtonwissenwir, dass

Nm?

kg?

mime T —T1i

K= , vy =6.674 x 10"

=P % -l
ist, wobei~ die Gravitationslonstanteist.
Die Grossey kannmandenastronomischeBeobachtungenichtentnehmen,
solanganandie Massenichtgenawkennt.DasGravitationsgesetiasstsichjedoch
mit Masserder Grossenordnungg im Laboratoriumpriifen, und auf dieseWeise
bestimmen Das Experimentzur Bestimmungvon ~ wurde erstmalsvon Henry
Cavendishim Jahrel798durchgeiihrt, mit einerDrehwaage.
Aus der Definition derKraft lasstsichdie potentielleEnegie angeben:

= =, mima
K = _VEpot = Epot = =Y

+ konst. ,

wobei:r = denAbstandzwischenm; undms darstellt.

Die Konstantewird tblicherweisamit 0 bezeichnetda sie fur die Bewegung
unwesentlichist (lediglich die Ableitungder potentiellenEnegie ist wichtig, aber
beimAbleitenverschwindemlie Konstanten)DieseWahl derKonstanteentspricht

einerpotentiellenEnegie, dieim Unendlicherverschwindet.
WashatdieserAusdruckderpotentiellerEnegie mit derunsbekanntedrormel E,o; = m-g- 2
zu tun? Um dieseVerbindungherzustellenpetrachterwir einekleine Massem in der Naheeiner
riesigenKugelmit demRadiusR undderriesigenMasseM . DiesesGebildesoll einenMassenpunkt
in der Naheder ErdedarstellenWir simulierendiesesSystem,jndemwir die Erdeauf einenPunkt
schrumpferlassenundm aufdenAbstandR + z legen,z << R. Dannist die potentielleEnegie

MM onst. = MM
"R+z T RO+ %)

nachTaylorentwicklung:

Epot = + Konst.

mM 2 22
N~y (1— 2 +0(%)) + .
v R ( R 0(Rz)) Konst

= —"y% + Konst. + "y%mz = m[%]z + Konst.'
Bis auf eine Konstanteist diesesResultatgleich demunsbekannterAusdruck,wobei wir hiermit
aucheinenexperimentellpriifbarenAusdruckfiir die Konstanteg erzielt haben.. Eine zweite
wichtige Kraft ist die Coulombkaft, die Atome, Molekille und Festlrperzusam-
menlélt. Sie beschreibdie Wechselwirkungzwischenzwei Ladungene; und e,
nachdemGesetz

% 1 eiea TH—T1
1 nm?
=9x10°——, [e] =Cb
4meg Ch’ le]

Die OrientierungderKraft (abstossendderanziehendpangtvon der Ladungder
Teilchenab: TeilchengleicherLadung(z.B. zwei Elektronen)stossersich ab, bei
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verschiedenekadung(z.B. Protonund Elektron) ziehensie sich an. DieseKraft
wurde erst spater entdeckt(historisch),ist aber flir uns noch relevanter als die
Gravitation. Die Vielfalt, die durchdieseKraft in die Natureingefihrt wird, wer
denwir in derVorlesung’Physik 11" grindlich diskutieren.Glicklicherweisdst
die Ortsablangigleit der beidenKrafte genaudie gleiche.Vom Standpunktder
Bewegungsgleichungeauskdnnenwir ausdem Studiumder Himmelsmechanik
sehrnitzliche Informationen(sagar Uibertragbare Resultatg fir dasVerstindnis
desAufbausvon Atomen,Molekillenund Festlorperngewninnen.

*Bemerkungen

1. Wir betrachtem Massenpunktalie untereinandemit derpotentiellerEner
gieU(r,...,r,) wechselirken. Die Lagrangeg-unktionlautet

- - L 5 1 .2 - -
L(rT,, ... Tp, 11, Tp) zzimim —U(A,.--,7n)
i

: ddL AL _ o i _
DleBGIautenaa—ﬁ—a—ﬁ—O,z_l,...n.

2. Wennmanfur die Beschreilnng der Bewegung nicht kartesischer;, son-
dernverallgemeinert&oordinatenz; = f;(q1, g2, q3) undi; = ¥, ggj d;
benutzt somussmandieseTransformationein die Lagrangeg-unktionein-
setzenumdie Lagrangan denKoordinateny; zu bekommen.Damitnimmt
die LagrangeFunktion die Form L = %Zm aij(q)dig; — Ulqu,...,q3)
an,d.h.die kinetischeEnegie kannvon denOrtskoordinaterablangenDie
Form der LagrangeGleichungenbleibt allerdingsinvariant. Darin besteht

einerderVorteiledesLagrangeormalismus.

3. Bei Problemerin derMechanikkannesvorkommen,dasseinigeKoordina-
tendurchNebenbedingungesingeschiinkt sind. DieseNebenbedingungen
sind durch GleichungerewischendenKoordinatendaigestellt. Damit wird
die Zahl der Freiheitsgradeon 3n zu f < 3n beschankt. DurchEinsetzen
dieserNebengleichungeim der LagrangeFunktionkannespassierengass
nur die f Koordinatendie dentatsachlichenFreiheitsgrademntsprechen,
vorkommen.Dannreichendie formuliertenBG dieserKoordinaterfir die
komplette Beschreibng vollkommenaus,wobei die anderen’leicht” aus
demProblemeliminiertwurden.
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Anwendungender BG

2.1 EindimensionaleProbleme

Die BewegungeinesMassenpunktemiit einemFreiheitsgracheissteindimensio-
nale Bewegung. Die LagrangeFunktion einer solchenBewegungist L(z, %) =

%m:i:Z — U(x), die dazugebrige BG ist m& = —%. DieseGleichunglasstsich
folgendermasseimtegrieren:

L dU
T-mi = - (—%)
dlzmi?  dU
a  dt
d[%m:ic2 + U(z)] _ 0
dt B
lma':2 +U(z) = E

2

Die so gewonnenelntegrationslonstaie E ist ein Integral der Bewegung,da
sie mit der Zeit unverandertbleibt. DieseKonstanteheissttotale Enegie der Be-
wegung Siekanndazubenutztwerden,um die Bewegungenzu klassifizierenDie
resultierend®G ersterOrdnunglasstsichdurchTrennungder Veranderlicherin-
tegrieren:

1
§mg‘g%rU(gc) = E
dz
dt

P @/ dr

- V2 ) VE-U@
EtwasAllgemeineslernenwir ausdieserLdsung:einereelle (und somit phy-
sikalische)Ldsungexistiert nurim Gebiet,wo E > U(z) ist. DieseGebietekann

= 2B~ U@)

+ Konst.

21
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KAPITEL 2. ANWENDUNGEN DER BG

Abbildung2.1: Graphischéarstellungvon U (z)

man direkt ablesen,wenn man die potentielle Enegie graphischdarstellt. Die

Punkte,bei denenE = U(z) ist, sind Umkehrpunkteder Bahn,dain ihnendie
Geschwindigkit 0 wird, und sich somitdasVorzeicherdndernkann.Man unter

scheidezwischerendlicherBahnengdiein einemendlicherRaumgebieterlaufen
konnen,und unendlichenBahnen,wenndie Masseins Unendlichelaufen kann.
Die eindimensionalerndlichenBahnensind Schwingungendie Massebewegt

sich zwischenden Umkehrpunktenz; (E) und zo(E) periodisch,d.h. sie kehrt
nacheinergewissenZeit wiederzuriick an einenbestimmterPunkt. Die Periode
derSchwingungst durchdenAusdruck

T(E) =

9 \/ﬁ/“(E) dz
2 z1(E) \/E—U(IE)

gageben.Beispiel.NachunsererVorstellungder chemischerBindung, die zu ei-

U

Xo

Ulx)

i —>
| X
|

NLS

Abbildung 2.2: verlaufderpotentiellenEnegie bei derchemischeBindung

nem Molekul fuhrt, hat die potentielleEnegie zwischenzwei Atomen folgende
Abhangigleit vom Abstandxz zwischenden Atomen, sieheAbb.2.2. Aber auch
zwischerzwei Atomenin einemFestlorperherrschiein Potentialdaseinenahnlichen
Verlaufhat.DieserVerlauffiihrt zur chemischeBindungbeim Gleichgevichtsab-
standzy, beidemU(x) ein Minimum hat. Dabeiist die Bindungsenejie |U (zo)|.
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Warumbei z die zwei Atome "gebunden”sind, kannmanleicht erklaren:sollte
ein Atom versuchendie Gleichgavichtslagezu verlassenspirt eseinericktrei-
bendeKraft — 2V, die eswiederzu z, filhrt. WennE = U (z) ist, ist dasMolekill

im GrundzustandAngeregte Zusfinde,bei denenFE knappoberhalbdesGrund-
zustandswertelgegt, sind, wie wir gesaghaben SchwingungenWir wollen jetzt
die PeriodesolcherSchwingungerabsclatzen.ln derNaheeinesMinimums,lasst
sichU (z) folgenderweis@pproximieren:

r—XT 2
Ue) = Ulan) + (@ = a0) - U'lan) + &)

DaU(z) beiz, ein Minimum besitzt,ist U'(z,) = 0. Daserstenicht verschwin-
dendeGlied ist dasproportionalzu (z — z)2. Damitist

U”(.’L'())
2

U(z) = U(zo) + (z — m9)”

Diese Naherung.die nur fur kleine Schwingungergilt, heisstharmonisbe Ap-

proximation.In dieserNaherungfolgt z;(E) ausder GleichungU (zg) + (z; —
20)20) — B, d.h.zi(B) = zo + /l%m—on Eingesetzin denAusdruckfir
T(F) emibt dies

v = 0[O is
2 Jgi(B) \/E —U( 1170) — (z — z0)2 U (zo)

2

2(E U(zqg)
U”(wo) d
UII 370 /—2(E U(a; \/2 E— U -7»'0 /U/I _ y

= 2. U”( N - [aresin(1) — arcsin(—1)]

_m
U" (o)

DasBemerlenswerteandiesemResultatist, dassIl” von E unakingigist. Dies
ist abernur in der harmonischerNaherunggultig. Fur die Schwingungdefiniert
man eine Schwingungsfrequenals w = 2% In der harmonischerNaherungist

w= \/% Die Frequenist dasfundamentaleCharakteristikunvon Schwingun-
gen;sie hangtnicht von den Anfangsbedingungeder Bewegungab, sondernist

vollstandigdurchdie mechanisch&igenschaftlesSystemdestimmtim Wesent-
lichen gibt sie Auskunft iberdie Krimmung(zweiteAbleitung!)der potentiellen
Enegiein der Naheder Ruhelage. DiesesResultatist von entscheidenddBedeu-
tungfur die Spektroskpie von Molekilenund Festldrpern:durchdie spektrosk-

pischeBestimmungder Schwingungsfrequerasstsichetwasuberdie potentielle
Enegie derMolekule aussagen!!
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In derharmonischeMaherunglasstsichdie LosungderBG in einergeschlos-
senernalgebraischeform schreiben:
dy
wt = + Konst
V2(E —U(20))/U" — y?
Y

V2(E = U())/U"

= arcsin| ] + Konst.

oder

2(t) = w0 + /2(E — U(20))/U" - sin(wt — ¢)

DerKoefizient\/2(E — U(x))/U" = AistdiemaximaleAmplitudederSchwin-
gung um den Gleichgevichtsabstand¢ ist die Anfangsphaseler Schwingung.
ZwischenE und A ist die Beziehung(E — U(zo)) = $mw?A2. Die Enegie-

konstanzbedeutetdassbeim Durchgangdurchdie Gleichgavichtslagedie totale
Enegiezunahme? — U(z) alsreinekinetischeEnegieim Systemsteckt.In den
Umkehrpunkterbestehtnur potentielleEnegie. Kinetischeund potentielleEner

giengehendauerndneinandetiiber wobeidie Summekonstantleibt.

E_ V(%)
ad
T
Epot
e = | !
Kin U. puuk}‘ o DU"'(J'»‘ 0. Powkt 0. Duvd,, & -

Abbildung2.3: Kin. undpot. Enegie bei derharmonischeschwingung

2.2 DasZweikorper-Problem

DasProblemvon zwei Massenpunktem, ms, die mit einerpotentiellenEnegie
derForm U(|r71 — 73| wechsalirken, ist von zentralerBedeutungn der Physik.
Vielleicht ist es deswgen wichtig, weil man es exakt losenkann,ganzim Ge-
gensatzumMehrkorperproblemExaktlosbareProblemederPhysiksinddeshalb
sehrwichtig, weil sie”verninftige” Ansatzefir die LosungkomplizierterProble-
meliefern,die physikalischrelevantersind,abemichtexaktldsbarsind. Desween
wollenwir diesesProblemausfihrlich behandeln.

Wir beginnenmit derLagrangd-unktion,die diesemProblemangemesseist,
namlich ) ) .

L(7, 7)) = T + 50 — U7 — )

Die ausdieserLagrangda~unktionresultierendeBG zeigenein kompliziertesver-
halten:die BG fur 71 undr3 bildenein geloppeltesicht linearesDifferentialglei-
chungssystengasmathematisclsehrschwierigzu ldsenist. Wir versucherdurch
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die lineareKombinationder Vektorens1 und 3 die BG zu entkoppeln.Eine ge-
eigneteLinearkombinationist 75 — 7 = 7. Damitist die potentielleEnegie ein
skalared~eld eineseinzelnenvektors. DieseVereinfichungist moglich, weil die
potentielleEnegie nurvon 7, — 71 abkangt.DurchdieseLinearkombinationent-
stehtaberin derkinetischerEnegie ein gemischteTermder Form 7 - 7. Diesen
gemischterTermwollenwir durchdie EinflhrungeinerweiterenLinearkombina-
tion eliminieren.Wir fuhrendeshallfolgendeTransformationn L ein:

(; o) (2)= ()

Mit derWahla; = errelcheanr die transformiertd.agrangd-unktion

S5 1 -2
L(7,R,7,R) = §(m1 + mo)R
+ )P g

2 'my1 + mo

Der Orts\ektor R bezeichnetlenSchwempunkt (oderMassenmittelpunkt)der
Massenm, ms. 7 ist der Ortswektor der Relativbewegung Der Faktor% =
u ist diereduzierte Masse Die LagrangeGleichungerauten

(m1 + mz)R 0
Ur = —VU

In dentransformierterkoordinatensind die BG fur R und7 entkoppelt. Die BG
fur R hatdie LosungR = Vyt + Ry, d.h. der Schwerpunkbewegt sich auf ei-
ner Gerademit konstanteiGeschwindigkit und beeinflussdie Relatvbenvegung
nicht. Diesist ein Beispielfiir dasPrinzip, dasin der Physikals dasGalilei’'sche
Relativititsprinzipbekannist: Die physikalischeBeobachtungeimnerhalbeines
Systemssind unablangigdavon, ob dasSystemruht odersich mit konstanteiGe-
schwindigleit bewegt. Beschreibtie ErdeeineelliptischeBahnum die Sonne so
tut siedas,egal ob die SonnefestamHimmel stehtodersichmonotonbewegt. Die
Relatvbevegungist zur dreidimensionaleBewegung einesEinteilchensystems
mit Massey, geworden,dasin einemKraftfeld — VI eingebetteist.

Wir wollenjetztzeigendasdie RelatvbenvegungaufeinerEbenesrfolgt,d.h.,
dassessichum einezweidimensional@ewegunghandeltWir betrachtertie BG
ur = —VU, und multiplizierenvektoriell beideSeitenmit 7. DaU = U (|7) ist,
ist VU parallel zu 7 die rechteSeiteder BG wird 0. Dasist offensichtlicheine
Folge davon, dassdie potentielleEnegie nur vom Betragvon 7~ ablangtund dass
dasresultierendeKraftfeld zentralsymmetrischist. Die linke Seitelasstsich als

% schreibenDarausemibt sichdie Gleichung

dlif  pi] _
a
(7 x u7) = L = Konst.
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DieseGIeichungbesagtdassderVektorE einIntegral derBewegungist: derDre-
himpuls. I zeigtwahrendder ganzerBewegungin einefesteRichtung.Da L als
Vektorproduktvon 7 und konstruiertwurde, stehter senkrechtzu diesenbeiden
VektorenDie BahneinesTeilchensn einemzentralsymmetrischelraftfeld liegt
alsovollstandigin einerEbenedie auf L senkrechsteht.

Die fur die Relatvbenvegung massgebendeagrangeFunktion kann manin
Polarloordinaterinnerhalbder zy Ebeneschreiben:

Lir,p) = B(72 + 2% — U(r)

2
Die dazugebrigenBG sind
4.0, _ oL
dt'op’ O
mro = —2mre
4oL _ oL
dt or  Or
. o dU
mr = mre’ — —
dr

Einenave AnwendungderNewton'schenGleichungerattezu den(falschenBG
mit = —U'(r) undm¢ = 0 gefuhrt. Der Ubeigangzu Polarloordinaterfirr die
Beschreing der Bahnhat zu zusatzlicheneffektiven Kraftengefuhrt (nebender
urspriglichen,zentralgerichteterKraft):

e Die zusitzlicheradialgerichteteKraft heissZentrifugalkaft. Siebeeinflusst
die radialeBewegung.

e Die fiir die Anderungder Drehgeschwindighit verantworliche Kraft heisst
Coriolis-Kratft.

Wennmanwissenwill, wie sich Abstandund Drehwinkel andernmussmandie
Gravitationskraftsavie die Zentrifugal-und Coriolis-Kraft beticksichtigen.

Wir wollenjetztdie BG integrieren.mr¢ = —2mr ¢ lasstsichauchschreiben
als y
%(7’“"2?5) =0
mit der Lésungmr?¢ = Konst. = \I_:| = L. DieseLdsunghat eine eine ein-
fachegeometrischeDeutung.Der Ausdruck1/2r2dy stellt die Flachedes Sek-
torsdar, dervon zwei unendlichdicht benachbarteRadiusektorenund demda-
zwischenligendenBahnelemengebildetwird. Wir bezeichnerdieseFlachemit
df und schreiberden Drehimpulsder Masseals 2m f. Die Ableitungvon f- die
Flachengeshiwindigleit ist eineKonstanteln gleichenZeitintervalleniiberstreicht
der Ortsvektordie gleiche Flache (Flachensatz2. SatzvonKepler) Einsetzervon
¢ = —L; in derradialenBG emibt

L? , dlL?/2mr? +U(r)] . dU.sy
3 ") = dr T dr

mr = 3
mr
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//r>i><’“d“’-
de A \
~

d.h. die radiale Bewegung entwiclkelt sich als wiirde sich die Massem in einem
effektiven radialenKraftfeld befinden.DiesesKraftfeld bestehtausder Zentrifu-
galkraftundderGravitationskraftundlasstsichschreiberalsdie radialeAbleitung
einereffektivenpotentiellerEnegie, die sichausderSummederZentrigfugalener
gie und der potentiellenEnegie der Gravitation zusammensetzEormell ist die
radialeBewegungzu einemeindimensionalefroblemreduziertworden.Daraus

!

Unu \ L.,_/
2
\\/‘/ 2mr
AN

folgt

d.h.dieD.G.

Von besondereBedeutungsind solcheWerter, fur welcheE = U,y (r)gilt. An

diesenPunktenist die radialeGeschwindigkit genau0. Dasbedeutenicht, dass
die Masseu anfalt, dadie Drehgeschwindigiit, gegebendurch L/ (mr?), endlich
bleibt. DiesePunktesindWendepunktelerBahn,wo r aufhdrt zuwachserundbe-
ginntkleinerzuwerden Man kann,je nachWertvon E, mindestengwei Klassen
von BahnenunterscheidenVennE = E- ist, dannexistiert nur eine Lésungder
Gleichung.r~. ist dannein minimaler Radius,dendie Bahnannehmerkann.Es
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rm'\n r-

f — - — - coo

Fmax E <

Abbildung 2.5: Zur definitionderWendepunkte

existiert kein maximalerRadius— die Massekommtausweiter Entfernung kehrt
beir- umundverschwindewiederins Nichts: die BewegungdesTeilchendstin-
finit. DiesenBahnerfolgenzumBeispieldie Kometen.Ist E = E. dannexistiert

4 #

_— /
e

M,

Abbildung2.6: MdglicheBahnenm Gravitationsfeld

sy

ein minimaler (r,,,;,) und ein maximaler(r,,q,,) Radius:Die Bahnist finit und
verlauft vollstandigin einemringformigenGebiet.Dasbedeutefabernicht, dass
die Bahngesdlossernist (geschlossebedeutetdassnachbestimmterzZeitendie
Bahnimmerwiederandenselbet®rt zurickkehrt).In derTatwerdengeschlossene
Bahnendannundnur dannbeobachtetwennU (r) = 1/r (KeplerProblem!)oder
r? ist. Bei beliebigenr-Abhangigleitensind geschlossenBahneraussersselten;
stattdessehatmansog.Rosettenbahnemie Zentrifugalbarrieré L # 0)solgtim
Allgemeinendafur, dassdie Masseniemalszum Mittelpunkt desFeldesgelangt,
auchdannnicht, wenndasFeld anziehendist.

Man kannzeigen,dassdie geschlosseneBahnenbeim KeplerProblemEllip-
sensind. Dies stehtin Einklangmit denBeobachtungefil. Satzvon Kepler).Die
Sonnebefindetsichauf einemFokusderEllipse.
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Abbildung2.7: Rosettenbahn

Die nichtgeschlosseneBahnen(E > 0) sindHyperbel.

Eine spezielleBahn liegt vor, wenn E gleich dem Minimum der effektiven
potentiellenEnegie ist. Dannist . = Tmaez = To. Die Bahnistin diesemSpe-
zialfall ein Kreis, 7 = 0. Esgibt keine Corioli Kraft, sodassauchg = 0 ist. Die
Drehgeschwindigit ist danneine Konstantenamlich L/(2mry). Da die Kreis-
bahneinemMinimum derradialenpotentiellerEnegie entsprichtsummierersich
dieradialenKrafte exaktauf Null.
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Kapitel 3

Integrale der Bewegungund
Symmetrien

Bei der Bewegung einesmechanischeisystemsandernsich die 2f Grossen
qi,---,qp unf gi,....g5 mit der Zeit t. Es gibt Funktionenf(q, ¢) dieserGrossen,
die bei der Beawegungihren Wert erhaltenund nur von den Anfangsbedingungen
abhlangen.DieseGrossenheisserErhaltungsgisseoderIntegrale der Bewegung.
Einige davon, die eineerstelntegrationder BG gelieferthabenhabenwir schon
getrofen: E und L. Wieviele Integraleder Bewegunggibt es?EineeinfacheUber
legung fuihrt zur Antwort. Man stelle sich vor, dassesuns gelungenist, die BG
vollstandigzu integrieren.Die produzierter2 f Funktionenlauten

qs = QS(t + t07 C17 AR CQf—l)
(js = ‘Js(t + 2o, Cla ey CQf*l)

wobeiwir eineder Integrationslonstamen in der Form einerzu ¢ additven Kon-
stantegewahlt haben AuflosendieserGleichungemachC'j und Elimination der
ZeiterlaubtdieseKonstanten welchenurvondenAnfangsbedingungesblangen
- alsFuntkionvon ¢, ¢ auszudicken. Bei derKonstruktionsinddiese2f — 1 Fun-
tionendie Integrale der Bewegung. Unter diesenFunktionenbefindensich eini-
ge, die einebesonderd8edeutunghaben.Das sind solcheErhaltungsgissen die
ausallgemeinenSymmetriebetrachtungdmeigeleitet werdenkdnnen.Diese Er-
haltungsgbsserkonnenermitteltwerdenohneirgendeinerschrittzur Losungder
BG eingeleitetzu haben:sie hangenebennur von der "Symmetrie” desSystems
abundtretenbeiallen Problemerauf, die die gleichenSymmetrierhaben Durch
Symmetrigiberlggungenkdnnteesunsgelingen eineteilweiselntegrationderBG
zuerzielenpohnedasswir viel GeschickbesitzenGeschickwar namlichim Spiel,
alswir die BW im Kap. 2 "geschickt” mit einemFaktor multiplizierten,derdann
zur Enegie undDrehimpulserhaltungefuhrthat!). DesweenspielenSymmetrien
einesehrwichtige Rolle in dermodernerPhysik.Die Suchenacheinereinheitli-
chenBeschreinngderNaturbeginntundendetmit derFragenachderin derNatur

31
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zugrunddiegenderSymmetrienvon denHimmelslkorpernbis zu denQuarks).

Was meinenwir abermit dem Satz”"Symmetrie eines Systems”?Und wie
fuhrenSymmetrierzur Existenzvon ErhaltungsgissenDie Physikgibt aufdiese
FrageneineganzpraziseAntwort, die eigentlichziemlich universellist. Es macht
deshalbSinn,die Fragejetztin derMechanikzu behandeln.

3.1 Erhaltung der Energie

Wir beaginnenmit dem Erhaltungssatzder aus der Homaenitt der Zeit folgt.
Wir untersuchemasVerhaltenvon L unterder Zeitverschiebng ¢ — ¢ + ¢ fur
ein abgeschlossen&ystemwobei L nicht explizit von der Zeit abhangt. Dieses
Verhaltenist so zu verstehenDie potentielleEnegie enttalt den Abstandzwi-
schendenMassengdersichmit derZeit verandert Eine Zeittranslatiorbewvegt die
Masserentlangder Bahnund filhrt deswgenzu einer AnderungdesOrts\ektors
dq = q(t+¢€) —q(t) = ge undderpotentiellerEnegie. DasGleicheerfahrtdie ki-
netischerEnegie, wobeidg = ¢(t + ¢€) — ¢(t) = ge ist. Solltensichbeispielsweise
auchdie Massemmit derZeit andern{etwa durchStreuungn denWeltraum),dann
wirde L einenzusatzlichenTermbelkommen,deraberin einemabgeschlossenen
Systemverbotenist. Die VariationdL = L(t + €) — L(t) = %¢ berechnesich
wie folgt:

dL 8L . oL

e = 9 sa: + T sa.

at ;[aqi %+ 55,041
s

. d oL OL .
= 62[%58—%*'8—%%]

i

Wennwir fordern,dassiL = 0, dannfolgt die Gleichung
d oL
— i— — L =0
Hierausfolgt die Erhaltungsgisse
L
Zq'ia—. ~L=E

diebeiderBewegungeinesabgeschlossen&ystemserhalterbleibt. DieseGrosse

heisstdie Enegie einesSystemsln kartesischeKoordinaterist E = 1/2 %", mif'i2+

U (7, ...7¢), d.h.die Summederkinetischerundder potentiellenEnengie.
Integraleder Bewegungfihrennicht nur zur teilweisenintegrationder BG, sonderrmankann

darausauchSchlisselberdie ZustindedesSystemsu ausg&ahltenZeitenderBahnziehen,ohne

die Bahngenauwzu kennen.

Beispiel: Hebelarmgesetz Man betrachteeinenHebelwie in der Figur. Zur Zeitt = 0 seienbeide
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Abbildung 3.1: Zur HerleitungdesHebelarmgesetzes

MasseraufdergleichenHdhe D in Ruhe.Lasstmansielos, werdensieihre Gleichgevichtslagenur
erreichenwennl; undl, geeignegewahltwerden.Um [; undl, zu bestimmenschreiberwir den

Enepgiesatz.
E(t =0) =migD + magD

Die Gleichgavichtsbedingungst 21 = 22 = 0. Eingesetzin denEnegiesatzgibt diesdie bekann-
te Hebelarmgleichung.

0 0
1 1
migD +magD = Emléf + 5m2z'§ +migz1 + magz

Mit z1 =D — Iy sinaundz; = D + 2 sina
= mi1gD + magD = migD + magD — migli sin a + magls sin o

S mali = mals
Beispiel: Fluchtgeschwindigkeit von der Erde. Eine Massem soll von der Erde unendlichweit
weg transportiertwerden.Mit welcher Geschwindigkit soll mansie von der Erdoberfacheweg-

schiessen?
Um ausdemSchwerfeldder Erdeentweicherzu konnen bedarfesmindestenginerGeschwindig-

keit von0 beimErreichervonr = co. Die Erhaltungder Enegie ergibt die Gleichung

m o mMEg

5 VFr =7 =0
2 Rg
~—~—

Ekin Epot

Mg : MassederErde
Rg : Erdradius
vr :  Fluchtgeschwindighit

Damitistvr = 11.2km/sec = 40'320km/Stunde.

3.2 Die Impulserhaltung

Eine weitere mogliche Symmetrieder LagrangeFunktion ist die Translations-
invarianz Diesebedeuteffolgendes:Man nehmealle Orts\ektorenund fiigein-
stantaneinenfestenbeliebigenVektor ¢ hinzu: 7; — 7; + £. Sollte, nachdieser
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Transformationdie Lagrangdg-unktiongleichaussehewie vor der Transformati-
on, dannist dasSystemtranslationsivariant. Abgeschlossen8ystemeanit poten-
tieller Enegie, die nurvon Differenz\ektorenabrangen sindtranslationsivariart.
Mit &7 = £undé7 = 0 bekommenwir

d OL
7
Die Translationsivarianzfordertd . = 0, fur jedene. Dasfuhrtzu
d oL
- — = 0,

d.h.die Grosse) ", 6L = P ist ein Integral der Bewegung, und heisstGesamtim-
puIsaIIerMassenpunktéolangeL translationsivariart ist, bleibt dasGesamtim-
puls erhalten.Durch Differenzierender LagrangeFunktion finden wir, dassder
Impuls sich folgendermassedurch die Geschwindigkit der Massenpunkt@us-

drickt:
- Z miﬁa
i

d.h.derImpulsist die Summealler deriImpulsedereinzelnerMassen.

Die Impulserhaltundnabenwir schonin Kap. 2 benutztzwar nicht offensicht-
lich aberentscheidendiir eineVereinichungdesZweikorperproblemsDie Kon-
stanzvon P kannmanin der Tat benutzenum einenfiktiven Ortsvektor X zu
definierendertrotz der KomplikationeinesMehrkdrperproblemseine geradlini-
ge Bewegungdurchiihrt, mit konstanteGeschwindigkit: In der Tat,

Zi mg

mit derMassey"; m; hatdenlmpulsﬁ. X bezeichnetlenOrt desSdwerpunktes
desMassensystem®ie Impulserhaltundihrt deswgenzur gleichrmassigerBe-

wegungdesSchwerpunktesind suggeriereinegeeignetd.inearkombinationvon

Ortswektoren,die beim Zweikorperproblemzu einerenormenVereinfichungdes
Problemggefuhrt hat.

Die Bedlngungzz o =0 ist zur Aussaged_; K, =0 aguvalent,d.h. die
Summealler Krafte ist null. Die Impulserhaltunggilt koordinatenweised.h. die
drei KomponentemlesGesamptimpulsesind getrennterhalten Solltein einerge-
gebenerRichtungein homogenegxternesKraftfeld F herrschendannsind nur
soIcheKomponentererhaIten die zum Kraftfeld senkrechsind. X bewvegt sich

mit derBG (3, m;) X = F.

Die Impulserhaltundhat, wie die EnegieerhaltungeineweitereAnwendungn der Physik:sie
dientdem Zweck, Aussageriiber gewisse Vorgangezu machenohneeigentlichdie BG l6senzu
mussen wennnur die Lage zu bestimmteriZeitengesuchtist. Zu diesemPunktmerke man,dass
der Gesamtimpulsmmer die Summealler Impulseist, unablangeigvon der Existenzoderder Art
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der Wechselvirkung. Ein besonderdlustratives Beipiel der Impulserhaltungst die Herleitungder
Raletengleibiung

Eine Raleteenttalt einenVorratvon Atomen,von denenjedesdie Massedm besitzeundeine
Maschinedie die Atomerelativ zur Raketebeschleunigtind mit der Geschwindigkit « relativ zur
Rakete hintenaussbsst.Beim Startsei die Raketein RuhestellungDie Startmasseler Rakete sei

D

Abbildung 3.2: SchemaeinerRakete

My. Wir betrachtereine horizontalzur Erde gerichteteRalkete. Da keine aussererKrafte wirken,
bleibt der GesamtimpulslesSystems'Rakete+ ausgestosserome” konstantDieseKostantést
0, dadie Rakete beim Startin Ruheist. UnserBezugssysterhefindetsich dort, wo die Rakete zur
Zeitt = 0 in Ruheist (undwo der Schwerpunkbleibt).

1. Schritt: Wir benutzerdie KonstanzdesGesamtimpulses

w-ng |
MO €-2El My AM Wy
AM

Abbildung3.3: 1. Schritt

. N\ Wy ! W
] MQ - AH [—> «—1] Mo_’lAM ;
' AM

_ .

Abbildung3.4:2. Schritt

0 = P vor demerstenAustoss= P nachdemerstenAustoss
= —AM(U — Ul) =+ (Mo — AM)Ul

Aufgeldst:
AM
v = FO’U,
2. Schritt
(Mo — AM)Ul = —AM(U — Ug) =+ (Mo — 2AM)U2
Aufgeldst:

AMu

=Nt i, —AM
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3. n-terSchritt

o — + AMu
PN T My — (n— 1)AM
Der Geschwindigkitszuwachsvon Schrittzu Schrittbetiagt

AMu - AMu
My — (n—1)AM = My —nAM

AV =vp —Vp_1 =

Die Anzahln derausgestossendstomeist sogross dassman(n — 1) durchn ersetzerkann,ohne
viel falschzu machen.

Wir bericksichtigerjetzt, dassin einerZeit dt ein Atom ausgestossewmird, sodass- zur Zeit ¢
—n = t/dt Atomeausgestossenerden Die ausgestossendasseistn - dm = dm - t/dt. dm/dt
ist eine Eigenschafider Maschine,die in der Ralkete steckt:Nennenwir siedm/dt = C. Obige
Gleichungwird dannzu

C'u'dt@@— C-u
My —ct T Mo —ct

Die SummedesGeschwindigkitszuvachsesiv vom Start (¢t = 0) bis zur Zeit ¢, ergibt die Ge-
schwindigleit derRaketezur Zeit ¢:

C-u-dt
t)—/ dv—/ Mo—c i =—u-In(My—C -t)

Nunist My — C - t geradadie Masseder Ralketezur Zeit t, sodassmanschreiberkann

Mo
t)=u-ln—
v(t) =u-Iln i,

dv =

#

0

TypischeWertefir die Ausstossgeschwindigk liegenbei4000m/sediir ein WasserstdfSauerstdf
BrennstofgemischbeieinerGastemperatuwon 4000 C, sodasgineRaletebetfachtlicheGeschwin-
digkeitenerreicherkann,wennz.B. der Brennstofvorrat etwa die Halfte der Gesamtmasseer Ra-
ketebetiagt.

Die Beschleunigungler Ralketeist v = (C - u)/(Mo — C - t). Die Beschleunigundannder
SchubkrafdesRalketenantriebezugeschriebewerden Die Schubkrafist

Kschup = (Mo — C - t)jv =C-u
Die Schubkraftist dasProduktder Geschwindigkit, mit der die Atome ausgestosseawerden,mal
derAnzahlder Atome,die pro Zeiteinheitausgestossemerden.

DiesesBeispielzeigt,dasswiedereinmalein Erhaltungssatzum AufbaueinerDG benutztwurde.

3.3 Die Drehimpulserhaltung

Eine weiteremogliche SymmetrieeinesSystemsst die Rotationsimarianz.Man
stelle sich vor, alle Ortswektorenseieninstantanum eine gemeinsamé\chsege-
dreht. Falls L nachder Tansformationso aussiehtwie vorher dannist L rotati-
onsirvariant. Zum Beipiel, eine nur vom AbstandabléngigepotentielleEnegie
fuhrt zur Rotationsinarianzvon L. Um die Rotationsinarianz mathematisctzu
formulieren,fuhrenwir den Vektor 55 einerinfinitesimalenDrehungein, deren
Betraggleich dem Drehwinkel §¢ ist und derenRichtungmit der Drehachsezu-
sammerillt. Danachuntersuchemwir, wie sich als KonsequenzieserDrehung
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derOrtswektor+ andert.

Durch dieseDrehungandertsich der Abstandr nicht. Die lineareVerschiebing
desEndesdes Orts\ektorsist mit dem Winkel d¢ durch die Gleichung|ér| =
rsin®d¢ dagestellt,sieheFigur. Der Vektor §7 stehtsenkrechtauf der durch+
undé¢ aufgespannteBbene Folglich ist

67 = 8¢ X 7}
67 = 0¢ X 7
und
2 S oz 071 = Yolmii (65 x 7) + (57 x ) =
:

= 3" [md@(F x 73) + mI@(7; x 7)) =

i
d .
=07 - ; %(Fx mr)
Setzernvon L fur alle §¢ zu Null ergibt die Erhaltungsgisse
Zﬁ- X mf’, =T
i

Der Vektor I wird DrehimpulsgenanntDie ErhaltungdesDrehimpulseshaben
wir benutztumdie RelatvbevegungbeimZweikdrperproblenaufeinerEbenezu
vereinbichen Wie beim Impuls, ist auchL komponentenweiserhaltenIn einem
Kraftfeld ist abernur die Komponentesrhalten die entlangeinerSymmetrieachse
[auft. Damit eine Symmetrieachsexistiert, mussL gegeriber der Drehungum
dieseAchseinvariantbleiben.

3.4 *Skalenirvarianz

EineweiteremoglicheSymmetrieeinesmechanischeBystemsst die Skalenina-
rianz. DieseSymmetrieerlaubt,wichtige Schiisseliberdie Eigenschafteler Be-
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wegungzu ziehen,ohneexplizit die BG zu ldsen.Skaleniwarianzspieltin vielen
Gebietender Physik eine wichtige Rolle. Beispielsweisén der NaheeinesPha-
serubegangs besitztein makroslopischesSystemdie Skaleniwarianz,unddiese
Tatsachdegt seinVerhalterziemicheindeutigfest,ohnedassviel tberdie Einzel-
heitenderfir denPhasetibegangverantworlichenWechselirkung bekanntsein
muss.Wir wollen am Beispielder Mechanikdiesewichtige Symmetriebeschrei-
ben.

Wir untersuchemnlenFall, wo die potentielleEnegie einehomogend-unktion
derKoordinatenrist:

Ulaft, ..., o) = oFU(F, ..., 7f)

Hierin ist « einebeliebigeKonstantaund & der Gradder Homogeniat der Funk-
tion. Wir fuhrennun eine Transformatiordurch,bei welcheralle Koordinatermit
derKonstantex multipliziert werdenunddie Zeit mit derKonstante3: 7; — a7,
t — Bt. DurchdieseTransformatiorwird L zu

2
L Qo (07 1 2 o N
L(ar;, Bn) = @ Z Emﬂ"i — akU(rl, e TF)
]

Wennman « und 8 durchdie Bedingungg—j =ad & B = al=5 verknipft,

bekommtdie LagrangeFunktiondenselbenVorfaktor a*, d.h.die BG bleibenun-
verandert.Multiplikation aller Koordinatermit demselbenFaktorfihrt zu neuen
Bahnen,die den Urspiiinglichenahnlich sind und sich lediglich in denlinearen
Abmessungewon ihnen unterscheidenAuf diesengeometrischahnlichenBah-
nenverhaltersichalle ZeitdifferenzerewischerentsprechendeBahnpunkterwie
£ — (¥)1=%, wobei & dasVerhaltnis der linearen Abmessungzweier Bahnen
darstellt.

Beispiell. Nehmenwir unsewvertrautesGalilei ExperimentMultipliziert man
die Koordinatel mit einerZahl, sowird die Massetiefer gebrachtsagerwir zum

Punktl’ = ol. Damitdie gleichenBG gelten,musssichdie Zeitzut' = t-a%(k =

1 im homogenert-eld der Erde) transformierthaben.Das ergibt % = ﬁ Das
ist dasFallgeseta/on Galileo,hegeleitetallein ausSymmetrigiberleyungenohne
einmaldie BG formuliert zu haben.

Beispeil2. Fur die potentielleEnegie zwischerzwei Massergilt £ = —1. Die
Multiplikation derKoordinatemit einerZahl bewirkt denUbeigangauf eineahnli-
chekEllipse.Die GIeichung% = (%)g besagtdassdie Quadrateder Umlaufzeiten
mit der dritten Potenzder Dimensionder Ellipse variieren.Dasist ein eleganter
Beweisdes3. KeplerscherGesetzes.

Beispeil 3. Fur eineeindimensional®@ewegungmit £ = 2 (harmonischeOs-
Zillator) bedeutedie Gleichung% = (%)0, dassdie Zeitenfir einevollstandige
Schwingungnichtvon derenAmplitude ablangen.



Kapitel 4

Schwingungen

Wie wir in Kap. 1 geseherhaben,sind Schwingungerein sehrverbreiteterBe-
wegungstypmechanischeBysteme SogarMolekile und Festkorperkénnenzum
Schwingergebrachiverdenunddie spektroskpischeUntersuchungolcherSchwin-
gungzusindeist ausserordentlicimiitzlich, savohl in der Physikals auchin der
ChemieundBiologie. Schwingungersindwichtige angeregete Zustindevon Mo-
lekiilenund Festlorpern.

4.1 EindimensionaleharmonischeSchwingung

Obwohlwir diewesentlichetMerkmalederharmonischerindimensionaleSchwin-
gungum die Ruhelageschonphysikalischuntersuchtabenwollen wir dieseals
Ausgangspunkzu einer systematischeb/ntersuchundgompliziertererArten von
SchwingungerzusammergssenWir bezeichnerie eindimensional&oordinate

alsz, die eineSchwingungdurchBuft.
L dsungvon linearen Differ entialgleichungenzweiter Ordnung. In einerlinearenDG 2. Ord-
nungkommengz, &, £ linearvor:

Ai+Bi+Cz+D=0 |,

wobei A, B, C, D Funktionenvon ¢t seinkdnnen.Wennder Term D fehlt, nennenwir die Glei-
chunghomogen.Die allgemeineLdsungder hom. DG ist die lineare Kombinationzweier linear
unhabkngigerLosungenzpom (t) = Cizk(t) + Coxk(t). Wennmaneine spezielleLdsungzs,
einerinhomogeneiinearenDifferentialgleichunggefunderhat, erhalt mandie allgemeinel dsung
derinhom.DG durchz;nhom.(t) = Zsp(t) + Thom (t). Beispiel: Homogenelineare Gleichungen
mit konstantenK oeffizienten (4, B, C). SolcheDG lostmanmit demAnsatzz(t) = e*. Aus
der homogenerDifferentialgleichungerhalt man,durch Einsetzendie algebraischésleichungfur
A, AX2 4+ BX + C = 0. Sie wird charakteristisch&leichunggenanntlhre zwei Lésungerge-
ben,wennsienichtgeradezusammerdllen, zwei Losungerder Differentialgleichunginddamitdie

Art Aot

allgemeine_dsunge = cie™!* + cpe™?".

Wir wollen jetzt dieseBetrachtungeritr die formale Losungder Gleichung
# 4+ w?z = 0 anwendenDiese Gleichungist die zur LagrangeFunktion I, =

39
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tmi? — lkz? getbrige LagrangeGleichung,mit w = \/g Die dazugebrige

charakteristisché&leichungist A + w? = 0, so dassdie allgemeinel dsungist
z(t) = Crcos(wt) + Casin(wt) = Ason(wt + ), mit

1. w : Kreisfrequenz
2. A: maximaleAmplitude
3. ¢: Phasenwingl

4. v = 5= Frequenz

5 T= % = %ﬂ : Schwingungsdauer
Einige Spezialflle verdienerbesonder@eachtung.

1. Wir lenken denOszillatoranfangsum z, aus,lassenihn dannlos und be-
trachterseineSchwingungDie Anfangsbedingungdautenoffenbarz(0) =
zo, £(0) = 0. Die Lésungzu dieserAnfangsbedingungest deshalbz(t) =
zo cos wt. Die Anfangselongatiorist gleichzeitig die maximal Amplitude
derSchwingung.

2. Wir stosserden Korperin seinerRuhelagean und verleihenihm die Ge-
schwindigleit vg, (0) = zo, v(0) = vo. Diesfuhrtzuz(t) = ¥ sinwt. Die
maximaleAmplitude der Schwingungst somit A = 2.

4.2 ErzwungeneSchwingung

Wir gehemunzur Betrachtungron SchwingungeminesSystemdiber aufdasein
aussereseranderliched~eld wirkt. DerartigeSchwingungerheissererzwungne
Sdwingungnim Gegensatzu denim vorherigenParagraphemintersuchteffrei-
en Shwingungn Bei der AnwesenheitinesausseretreldesbesitztdasSystem
nebender eigenenpotentiellenEnegie 1/2kz? ausserdendie potentielleEner
gie U(z, t), die von der Wirkung desaussererireldesheriihrt. Wennwir dieses
Zusatzgliedn einerPotenzreih@on derkleinenGrosser entwickeln, erhaltenwir

ou
U(z,t) =U(0,t) + To
DasersteGlied hangtnur von der Zeit ab und kommtbei der Aufstellungder BG
nicht vor. Im zweitenGlied ist —‘?)—g o die aussereKraft, die auf das System
in der Gleichgevichtslagewirkt und einevorgegebeneFunktionder Zeit ist. Wir
bezeichnersie mit F(¢). Damit erscheintin der potentiellenEnegie dasGlied
—z - F(t), sodasdie Lagrange-unktiondesSystemdautet

=0

k
L(z,4,t) = %:&2 -5 +a- F()
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Die entsprechendBG ist
i+ w?-z=—F(t)
m

wo wir wiederumdie Frequenzv derfreienSchwingungeingefihrt habenWir be-
trachtemuneinenFall von besonderennteressebei demdie ausser&raft eben-
falls eineeinfacheperiodischeFunktionder Zeit mit der Frequenzy ist: F(t) =
f - cost darstellt.Um eine spezielleLdsungzu suchen fuhrenwir den Ansatz
zsp = bcos~yt durch,mit demgleichenperiodischerfaktor Einsetzerin die DG
emibt die charakteristisch&leichung

b72—bw2+i:0
m

derenLdsungb = ml ) ist. Die allgemeind_osungderinhom.DG ist

w2

Acos(wt + @) + cos vt

m(w? —~?)
Die freienKonstantem undy bestimmersichausdenAnfangsbedingungeas
bedeutetdassdas Systemunter der Wirkung aussereperiodischerKrafte eine
Bewegungaustihrt, die sich auszwei SchwingungereusammensetzAus einer
Schwingungmit der Eigenfrequenzy des Systemsund aus einer Schwingung
mit der Frequenzy der aussererKraft. Der Verlauf der Amplitude der speziel-
len Losungist in der folgendenSkizze dagestellt: Die negatve Amplitude flr

W&
/
_

v

ab /‘

/

v > w kannmanauchals positve Amplitude einerum —x verschobenenos yt
darstellend.h.die Losunglasstsichals

<

f

Acos(wt + @) + |m

|cosyt,y < w

Acos(wt + ) + | |cos(yt — ),y > w

/
m(? =77

darstellen.
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Die gegebend_6sunggilt nichtim Fall dersog.Resonanzd.h.wenndie Fre-
quenzderausseretKraft mit der EigenfrequenzlesSystemszusammer#llit. Um
die allgemeineLdsungder BG in diesemFalle zu finden,versucherwir einespe-
zielle Loésungmit demAnsatz

Zsp = b(cosyt — cos wt)

zufinden.Die Motivationfur diesenrAnsatzist diefolgende:ln dervorigenL 6sung
strebteder Denominatorfiir v — w nachNull. Damit dieseDivergenzaufirgend-
eineWeisekompensiertvird undeinewohldefinierteL dsungexistiert, misserwir
dafur sogen,dassauchder Numeratorfiir v — w nach0 strebt.Einsetzerin der
DG (zuerstnehmerwir formell v # w) ergibt

—by? cos vt + bw? cos wt 4 bw?(cos yt — cos wt) =
= b(w? — v%) cosyt =
f

= —cosvt
m

f

"=

Die Funktion,die die Losungm Fall derResonandarstellt findenwir alsResultat
von
. Y=w+e
A}%[m(cos vt —coswt)] =
= lim 5 cos((w + €)t) — cos wt]
e=0'm(2w + €)(—¢)
Durch Benutzungder triginometrischenldentitat cos(a + ) = cosacosf +

sin asin 8 erhaltenwir

cos((w + €)t) — coswt = coswt - cos et — sinwt - sinet — cos wt

HEmes € coswt - 1 — sin(wt) - et — cos wt

und

f

;%[W et-sinwt =| 52—t - sinwt

2mwe 2mw

cos(w +¢€)t — cos wt| =

Die allgemeind_dsunglautetdann

z(t) = A - cos(wt + ¢) + ﬁt - sinwt
Im Resonanil, steigtdie Schwingungsamplitudiénear mit der Zeit (solangesie
nicht so grosswird, dassdie gesamtedaigelegte Theorie nicht mehranwendbar
ist!).
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% (&)

/) ﬂ//\
J

Abbildung4.1: Verlaufder Schwingungm Resonanil

Die ErscheinunglerResonanhatviele Anwendungerin derPhysikundiiberhaupt

in denNaturwissenschafteuf einigedavon werdenwir nahereingehenDie Re-
sonanZkannaberauchsehrgefahrlichwerden,z.B. fur Maschinenteilavie Turbi-
nenwellenwenndie Eigenfrequenzler Welle gleich ihrer Umlauffrequenzwird.
Beim Anfahrenvon Gasturbinenbei denendie Betriebsfrequenoberhalbder Ei-
genfrequentiegt, mussdeshallmoglichstschnelliiberdie Resonanzstellbinwey
gefahrenwerden.

Nebender Amplitude ist auchdie von der aussereiKraft zugefihrte Enegie
(oderArbeit) eine Grosse die oft denResonanzprozesharakterisiertDie Ener
gie einesSystemsdaserzwungeneschwingungerausfihrt, bleibt namlich nicht
erhalten.Diese Tatsachdasstsich direkt ausder in der Lagrange-Funktiorvor-
kommenderexpliziten Zeitablangigleit herleiten.Nach unsererDefinitionenist
diein einerPerioder = 2r /w zugefihrtenEnegie

z(t) T
A/:/ F*/dx:/F*/d—xdt
z(0) 0 dt

Wir unterscheideawischerzwei Fallen:y # w und~y = w. Im erstenFall ist die
zugefigteEnegie (oder andersausgedickt, die vom SystemabsorbiertdEnegie)
null:

T T
—/ f- cosvt%v - sinyt oc/ cosyt - sinyt =
0 m(w? — v2) 0
= cost - sin'ytt =0!

Nurim Resonan#il ist dasSystemimstande Enegie zu absorbierennamlich

T f2 f2 T
/ w-coswt-t-coswtdt:—/ t-cos’wt dt =

0 2mw 2m Jo

f2 (T2 7_2) f2 9

= — )= —T

2m " 2 4 8m

DieseMoglichkeit, nurbeiderResonaneinemSystemEnegie zuzufilhren,istdie
Grundlagefir die Absorptionvon Licht durch Materie, und findet zum Beispiel
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in der Spektroskpie eine wichtige Anwendung(die +2-Abhangigleit der absorbierten
Enegie wird in derTat nicht beobachtetMan beobachteghereiner-Abhangigleit, die dazufihrt,
dassdie absorbiertéEnegie pro Zeiteinheitkonstantist. Wir werdensehenwie die Einfuhrungder
Dampfungzur ndtigenKorrekturfuhrt.)

Bis jetzt habenwir angenommengassdie Bewegung der Masseim leeren
RaumstattfindetpderdasslerEinflussdesMediumsaufdie Bewegungvernachissig-
barist. In Wirklichkeit setztdasMediumder BewegungdesKdrperseinenWider-
standentggen, der sie zu verlangsamesucht.Die Enegie dessich bevegenden
Korpersgeht hierbeiletzen Endesin Warme (oder Strahlung)uber— man sagt,
siedissipiert.Der Bewegungsprozesist unterdieserBedingungerschonkeinrein
mechanischeYorgangmehr Beispielveisekannmanim Allgemeinennicht mehr
behauptendassdie Beschleunigunginesbevegten Korpersnur von seinenko-
ordinatenund von der Geschwindigkit zu einemgegebenerZeitpunktablhangt;
d.h,BG im Sinne,wie siein der Mechanikvorkommen,existierennicht. Die Be-
wegunghangtauchvon andererParameterrab,zum Beispielvon der Temperatur
sowvohl desKorpersals auchder desMediums. Oft simuliert man solchedissi-
pativen Vorgange,indemmaneine Reitungskaft in die BG einfiihrt. Eine solche
Reikungskraftnimmt fir denhier betrachteterall dereindimensionaleschwin-
gungdie Form fp = —D - &, D > 0 an.DasMinuszeichernbedeutetdassdie
Kraft derBewegungentggenwirkt.Wennwir dieseKraft aufderrechtenSeiteder
BG hinzufugen,erhaltenwir (zuerstsei F = 0) m& = —kx — Dz. Wir teilen
durchm undfuhrendie Bezeichnunged% = w?, % = 2) ein.Dabeiist w die Fre-
guenzderfreien SchwingungerlesSystemshneReilung. Die Grosse2) heisst
Dampfungsknstante Auf dieseWeiseerhalterwir die Gleichung

422 +wlz =0

NachdenallgemeinerRegeln fiir die LosunglinearerDG mit konstanterK oeffi-
zientensetzerwir denAnsatzz = ™! undfindendie charakteristisch&leichung
72 + 2X\r + w? = 0 mit denLosungenr; » = —\ + VA2 — w2, Die aligemeine

LosungderGleichungist

r1t t

x =cre"’ + coe”
Hier musserezwei Falle unterschiedemwerden:Fir A < w erhaltenwir zwei kom-
plex konjugierteWertefur ry o:
T2 = — ALy /|\? — w?|
Die allgemeind_dsungderDG ist
z(t) = Ae M cos(wpt + @)

wp = v/|A? — w?|. Die durchdieseFormel daigestellteBewegungist eine sog.
gedampfteSthwingung Man kannsie als harmonisché&chwingungmit exponen-
tiell abnehmendekmplitudeanseherDie Schwingungsfrequerigt kleineralsdie
Frequenzerfreien SchwingungohneReilung.
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Wir nehmenjetzt an,dass)\ > w ist. Dannsind beideWertevon r reell und
negatv. Die allgemeind_dsunglautethier

o = cpe= VNt | o ~(AVR =)t

Die Bewegung bestehtaus einer asymptotischerfbei ¢ — oc) Annaherungan
die GleichgavichtslageohneSchwingungDieseBewegungheisstaperiodischim
Automobilbauist dasdie Aufgabeder Stossdampfer die durch starle Bodenu-
nebenheiterntstehendennangenehmenndauchgefahrlichenFederschwingun-
genderKarrosseriesofernals moglich aperiodisctzu dampfen.

Dissipatve Vorgangespielennatirlich auchbei erzwungenerschwingungen
einegrosseRolle. SiemodifizierendenVerlaufdesResonanzmgangesindemsie
auchentferntvon derResonanzur Absorptionder Enegie fihrenkdnnen.Dabei
bremsensie dasWachstumder Amplitude im Resonanil zu einemendlichen,
statiorarenWert. Die DG lautet

&+ 20 + Wl = I cos yt
m
Die allgemeind_osungist dann(ohneHerleitung)
z(t) = A- e M cos(wpt + @) + b - cos(yt + §)
ith — / _ _2\y
mitb = AT undtand = =7
Zeitexponentiellab,sodassachgenigendangerZeit nurnochder”erzwungene”
Termb - cos(yt + §) Ubrigbleibt.Die Phasevechselnichtsprunghafvon0 zu —«

. DerersteSummandimmt mit der

A

bl S ° !
bo) Ni
4}
3.
-2
2]-
N - N n .
P 2 3 T/w o ) 1 7 3 2(/,W,

Abbildung 4.2: Die Phased und die Amplitude b als Funktionvon ~ fur zwei
verschieden®arameten

wie beim Fall A = 0. Der Wechselfindet in einemengenFrequenzbereicker
Breite 2 in derUmgelungvon w statt. Am bestenschatzenwir die Wirkung der
dissipatven Kraft, indemwir die absorbierteEnegie im Fall A # 0 betrachten.
Die in einerPeriodeabsorbiertdenegie ist

.
A)\‘/#O =—f- b-fy/o cosyt - (sinyt - cos § + cos~yt - sind) =

g .
:—f-b-'y/ 00527t-sin5=—f-b-vcos2'yttsin5
0 N e’

T

D=



46 KAPITEL 4. SCHWINGUNGEN
o AL :i-b-’y-r\sin5\>0!
A#£0 9
Die entsprechendabsorbiertd_eistungist

AL
— = i7b| sin d|
T 2

Im eingeschwungenedustandbleibt die Enegie einesSystemsdaserzwunge-

Abbildung4.3: Absorbierteleistung

ne Schwingungerausfihrt, unverandert.Das Systemabsorbiertallerdingsunun-
terbrocherEnegie (ausder Quelle der aussererKraft), die infolge der Reilbung
dissipiert.Bei derResonanzfrequerngt die aufgenommenkeistungmaximal,die
scharfeResonanzlinidbekommt eine endlicheBreite. In der Technik fihrt man
oft zur Charakterisierungler Scharfe einer Resonanzlinielen sog. Q-Faktor als
@ = Resonanzfrequenz/Breite der Resonanzkurve ein. Da Resonanzer
scheinungerinesehrwichtige Rollein derNaturspielenundfastaufallenGebie-
tenderPhysikvorkommen wollenwir einigedavon besprechen.

Beispiell: Elektrische ResonanzkeiseEin einfacherelektrischeResonanzkrei®derSchwin-
gungskreis)bestehtaus einer Serienschaltunginer Kapazitit C, einer Induktivitat L und eines
Widerstandesk, hier abgebildet.Die veranderlicheGrosseim elektrischenSchwingkreisist die

i ST |

c—— E\]
SOV

transportierteLadungq in Analogie zu z bei der mechanischemarmonischerSchwingung.Die
Schwingungsgleichunfiir obigenelektrischerKreis lautet
- R 1 _
q L q C- L q
Die Halbwertsbreiteder Resonanzkuer betragt in diesemFall R/L. Vemleichenwir die beiden
Differentialgleichungeriir z und ¢, so kdnnenwir eine rein formale Beziehungentsprechender
Grosserfinden,die in dieserTabelleaufgehlt sind.

1
E-Vg-coswt=0
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| Charakteristika | Mech.System| Elektr. System |
UnablangigeVeranderliche t t
AbhangigeVariable X q
Tragheit m L
Dampfung 2\ %
Resonanzfrequer(Eigenfreq.) | wo = /& wo=+/1Tg
SchwingungsdaudPeriode) T =27/ T=2nVL -C
Q-Faktor L0 wo b

Beispiel2: SpektroskopienMankanndie Wechselirkung zwischereinemSystenmit atoma-
rer Ausdehnungind elektromagnetischeBtrahlungdurcheineklassischeerzwungeneschwingung
simulieren,indemmandie von ausserangelgte Storkraft mit demelektrischerFeld der Strahlung
identifiziert. Systememit atomarerAusdehnungsind durchdiskrete Enegiewerte charakterisiert,
d.h.durfen nur bestimmteEnegiewerteannehmenDie "Eigenfrequenz’w stellt einecharakteristi-
scheFrequenzdes Systemsdar, und zwar ist sie ein Massfiir den Abstandzwischenzwei Eenr
gienveausw = (Ey — Eo)/h, wobeifi = J- = 1.054 - 107%*kg - m*/s dasPlank’scheWir-
kungsquantum ist. DiesesModell fihrt zum PRanomendassnur bei der Resonanzfrequengas
Systermvom elektromagnetischeBnegiefeldabsorbierefkann.DieseAbsorptionerfolgt durchden
UbegangdesSystemss/om niedrigenEnegieniveauF, zum angergtenZustandE; . Durch diese
Resonanzerscheinuegtstehtie Moglichkeit, die EnegieniveausinesSystemzu bestimmendas
ist die Grundlageder Spektroskpie,daesermiglicht, verschieden&ystemenhandlerenAbsorp-
sionsspektreau erkennen.

Mogliche angergte ZustindeeinesMolekuls sind Schwingungenfiir welchew mit der klas-
sischenSchwingungsfrequenizbereinstimmtSchwingungeriihrenzur Absorptionim Infrarotbe-
reich: man sprichvon Infrarotspektrostpie. Ein typischesAbsorptionsspektrumverursachdurch
Schwingungenist in der Figur aufgezeichnetDie transmittierteLichtintensitt als Funktion der
Wellenkangedeseinfallended.ichts zeigtein deutlichesTransmissionsminimungntsprechendiner
Enegieaufnahmealer Molekille, alsoeinerAnregungvon SchwingungenSolcheMinima sind cha-
rakteristischfiir die betrefendeSubstanzund der Chemiler kanndarausdie Natur und Art derzu
untersuchendeRrobebestimmen.

Absorptionim Ultraviolettendeutetauf elektronischeAnregungenhin, wie der ibegangzwi-
schenzwei Enegieniveausim Wasserstdatom. Die "Natriumflamme”ist ein typischesBeispiel
einerelektronischemnregung.DasNa-Atombesitztin seinerelektonischerstrukturzweibenach-
barte Niveaus,derenAbstandgelbemLicht entspricht. Auf ein Drahtnetz,dasin der Flammeei-
nesBunsenbrennersteht,wird Kochsalzgestreutund die Flammeleuchtetgelb, entsprechender
WelIenlangedesgeIbenNa-Lichte5589Of21. DurchdasErhitzenwerdeneinige Atomein einenan-
geragyten Zustandversetzt Die angergten Atome bleibenjedochnur sehrkurze Zeit r ~ 10~ 8sec
in diesemangergten Zustandund fallen wiederauf ihnr Ausgangsnieauzuriick. Dabeiemittieren
sieLicht mit dercharakteristischeNa-Welleniange Beleuchterwir die Flammemit einerNatrium-
Spektrallampedie genaudieseWellenlangeemittiert, so beobachtemwir an der bestrahlterStelle
der Flammeauf einemdahinteraufgestellterSchirm schwarze Zonen.Durch dasEinstrahlender
Resonanzfrequenz werdendie Atomeenegetischin denangergtenZustandversetztEin Teil des
einfallendenLichts wird fur diesenProzesdenutzt,undverschwindetDasdurchspontané€Emissi-
on reemittierteLicht gehtin jedenRaumwinlel und fehlt daherzu einemhohenProzentsatin der
Durchstrahlrichtungein Schatterensteht Aufgrund der endlichenLebensdaugbesitzerdie Nive-
auseinegewisseBreite AE = h/7: auchbenachbartérequenzerkdnnenam Resonanzprozess
teilnehmen.

In der Tabellesind die charakteristischeAbsorptionsbereichanit denentsprechendeAnre-
gungenzusammengesst.
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Kubische Struktur eines Kochsalz-Kri-
stalls: bei Einstrahlung einer elektromagnetischen
Welle werden die positiven Na™ «<Ionen und nega-
tiven CI”-Ionen durch das elektrische Feld gegen-
einander ausgelenkt und schwingen damit im Takt
des elektrischen Feldes. (Bildquelle: . Kittel:
Einfihrung in die Festkrperphysik, R, Olden-
bourg Verlag, 1973)

Intensitat [*e]

[
80 - N b 7 Durchgelassene
\\l"f Intensitdt
(f
60 F v
Absorption und Trans- Absorbierte 1 "

mission von infrarotem Licht varia- 40 T Intensitat 28w == =0310" Hz
bler Frequenz in einem diinnen T '
NaCl-Plittchen: die geringe Schirfe 20 F \
des Resonanzmaximurns ist auf die
starke Kopplung von Schwingungen i 3
imn Kristall zuriickzufithren. 0 s - m[lU‘ Hz]

2,3 25 30 35

| Spektralgebiet | Art derAnregung |

Ultra-violett (UV) | SchwingungemerValenzelektronen
Infrarot (IR) Molekilvibrationen
Mikrowellen Molekulrotationen

Die Absorptionsmaximam UV einigertypischerorganischeiSubstanzemit Mehrfachbindungen
sindim Folgenderaufgeahit.

| Verbindung | WellenlangedesAbsorptionsmaximumg
H,C = CH> 162%A
HC=CH 1779
HC=N 17508
(CHs),C =0 | 18708

Resonanzpinomenédeobachtetanauchin derKernspektrosipie. Dabeitritt einebesondere
Schwierigleit auf: bei der Emissioneinesy-Quantserfahrt der Kern ausimpulserhaltungsdginden
einenRickstossEinenRickstoserfahrenauchAtome, dieserist allerdingsvernachissigbaklein.
DurchdiesenRickstosdesitztdasemittierteQuanteineum die Rilckstossenegie verringerteEner
gie.DaderimpulseinesQuantsiw: p = hw/c ist, mussdergleichelmpulsvom KernalsRuickstoss
aufgenommemverden.Die Riickstossenegie einesKernsderMasseM betagtdeshalb:

B p? 3 B2w? 3 Efr
T 2M T 2Mc® T 2Mc?

Betrachtenwir zwei benachbart&ernzusande,derenEnegiedifferenz E gegebensei. Bei der
Emissioneinesy-Quantsgehtder Kern vom Zustandll in denZustandl Uber Die Enegie des~-
Quantsist gleichder EnegiedifferenzderbeidenZustindeE, vermindertum die Riickstossengie

Er
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Eg, alsohw = E — Eg. Dadie Kernnveausausserordentlickcharfsind, viel scharferalsatomare
Niveaus reicht diesey-Enegie fiuw nicht mehraus,um einenandererkKernvom Niveaul auf das
Niveaull anzurgen;odermit andereriorten: mankanneinenKern nicht als Photonenquellélr

die Spektroskpie anderei@hnlicherKernebenutzen.

DiesesBild ist nicht ganzkorrekt: der MiinchnerPhysiler Rudolf Mdssbauefandeinenbetiachtli-

chenTeil anresonanteAbsorptionbeiKernen(fur dieseEntdeckungerhielter 196 1denNobelpreis).
DieserEffekt wurdevon Mosshauefolgendermasseerklart. Betrachterwir die Gleichungfur Er,

soerkennenwir die Abhangigleit der Rickstossengie Er von der MassedesKerns M, derden
Ruckstossufnimmt.Sinddie y-emittierenderKernesawie die absorbierendeKernein einKristall-

gitter eingebautsowird der Riickstossei Emissionnichtvon einemeinzelnerKernderMasselM,,

sondermit einerbestimmteWahrscheinlich&it vondemumgebendeKristallgitteralsganzesuf-
genommenlin der Gleichungfir Er mussenwir daherin bestimmtenFallen die MasseM durch
einesehrgrosseMasseersetzendabeiwird die Rickstossengie Er beliebigklein, d.h.die Enegie
desvy-Quantswird wiedergleich der Differenzder Kenegiezusénde.Diese~-Strahlungkannvon
einemandererKernresonantbsorbieriverden Einesderlsotope dasheutzutagemhaufigsterfur
Mossbaueréékimessungenerwendeiwird, ist Fe®” mit der14,4keV y-Linie. Die Linienbreiteist
vonderGrossenordnung- 10~° eV. Damitwird derQ-Faktorvon der Grossenordnuni0*?. Darin
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hw

/

Abbildung4.4: Enegieschemdeim Mossbaueréékt (rechts)

-
-

Absorption von y-Strahlen in einer
dlinnen *7Fe-Folie (M&Bbauer-Effekt): die

Schirfe des Resonanzmaximums ist auferordent-
lich grof. Schon kigine Bewegungen von einigen
cmfs der y-Quelle gegeniiber dem Absorber geni-
geq, um die Frequenz der p-Strahlen durch Dopp-
ler-Effekt so zu verstimmen, dab keine Absorp-
tion mehr auftritr,

)y

A(tn s 28w =107 Mz
Absorplion

e

~ | Fd

\ ’
oy \

lll’f Transmission

N

— ()
Wox2,2-10" Hy

liegt die grosseBedeutungdesMossbauerééktes. Man hat ein aussersempfindlichesWerkzeug
zur Hand,um z.B. relatiistischeEffekte, Magnetfelder Verschielbingenim Kristallgitter usw zu

messen.

MossbaueselbsthatdiesenEffekt derriickstossfreieiKern-Resonanzabsorptiauerstan Iri-
dium 191 gefunden(Z. f. Physik151, 124,1958).Es sind heutzutagenehrals 80 Isotopebekannt,
diefur denMossbaueréékt geeignesind. Stichwortartigseienin folgenderTabelleeinigeBeispiele
von AnwendungerdesMdssbauerééktesaufgeahilt.

Die wohl grossteBedeutunchatder Mossbaueréékt fur die Aufklarungder Strukturenfester

Korper
| Gebiet Anwendung |
Relatvitat Frequenzerschieling einesLichtquants
im Gravitationsfeld
Kernphysik BestimmungmagnetischeMomentevon
angergtenZustinden
Kernphysik Quadrupolegkkte
Kernphysik Bestimmungvon Kernradien
Festlorperphysik | ElektrischereldgradienamKernort
Festlorperphysik | MessungvoninnerenMagnetfeldernin Kristallen
Festlorperphysik | MagnetischeKristallstruktur
Festlorperphysik | Strahlungssciden
Chemie Isomerieeschiebing
Chemie HullenordnungemachKernprozessen
Chemie StrukturaufkrungkomplizierterMolekile
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_ Resonanzabsorption bei Beschuf von Ir-Kernen mit Neutronen: das Absorptionsmaxi-
mum fiir eine Neutronenenergie von etwa 0,65 ¢V deutet daraufhin, daB sin Kombinationsteilchen
g* geh:}l)det worden ist. Aus der Resonanzschirfe kann man die Lebensdauer des sngeregten 1r-

emns ablesen,

=

»

-1
Streuquerschnitt

Wir schliessemmit der lllustration von Resonanzein der Teilchenphysik.Schiesstmanz.B.
Neutronenauf Iridiumkerne oder m-Mesonenauf Protonen,so kdnnenfur sehrkurze Zeiten sog.
ResonanzeentstehenkurzlebigeKombinationsteilcherdie kurz nachihrer Bildung zerfallen.Das
Auftreten einer Resonanzussertsich in der Abhangigleit der Wahrscheinlich&it o fur eine be-
stimmteReaktionvon derEnegie:

Aus der Breite der Resonanzabsorptiomelchegleich /7 ist, liest man die Lebensdauetr
desKombinationsteilchensh Daszeigt,dassResonanzeauchin derKern-undTeilchenphysik/on

Bedeutungsind: neueTeilchenzeigensichoft nur alsResonanin einemStreueperiment.

4.3 Die lineare schwingendeK ette

Mit unserenmechanischeModell konntenwir die Schwingungervon einfachen
zweiatomigerMolekulenerfassendie entlangeinerKoordinatestattfindenin die-
semModell wurdendie Bestandteileder Molekille durch eine Feder’gebppelt,
mit der Federlonstantek = U" (z). Wir wollen jetzt mit demgleichenFedermo-
dell versuchenkKristallschwingungezu beschreiberDazubetrachtemwir entlang
der z-KoordinateeinelineareKettevon N Atomender Massem, die paarweise
mit der Federlonstantek gekoppeltsind. Wir bezeichnemlsu(n) = z, — z,o die
Abweichungdern — ten MasseausderRuhelager,o = n - a, wobeia die Gitter-
konstantest. Die Lagrange~unktionL(u(1), ....,u(n)) diesesSystemdautet

> 1/2ma(n)? — > [1/2k(u(n) — u(n — 1))% 4 1/2(u(n) — u(n + 1))

n

Die BG fur dien — te Massdautet
mi(n) = klu(n — 1) + u(n + 1)] — 2ku(n)
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) I_‘ion-Promn—Resonanz: Zur Bildung der A-Resonanz im Prolon durch #*-Mesonen-Ah-
sorplion. Die Resonanzbreite entspricht ciner Lebensdauer von 3- 1072 5.

Dadie Auslenkungeru(n + 1) in der BG fur dasn — te Atom auftreten bilden
alle BG ein Systemvon N geloppeltenDG. Die Losunghangtdavon ab,welche
Randbedingungeder K etteauferlegyt werden.Man kannz.B. die Randatomdest-
haltenoderfrei geben.Wennn eine kleine Zahl ist, hangendie Losungerstark
von diesenRandbedingungeab, wie manamBsp.n = 3 sofortklar ersieht.Bei
einermakroslopischenAnzahln mussder Einflussder Randbedingungeauf die
Schwingungsfrequenzéidein sein. Physikalischkann man sich vorstellen,dass
die Kettezu einemKreis gebogerwird, wobeiamn Atom nocheineFederange-
brachtist, die esmit demerstenAtom verbindet.Damit hatmandenRandelimi-
niert. MathematisctbedeutetlieseBiegungder Kettezu einemKreis die Annah-
me periodister (in der FachliteraturauchBorn-von Karman)Randbedingungen:
u(n) = u(n + N). Die LosungerdesDG Systemsnit diesenRandbedingungen
sindsolche die derRealitit naherkommensollten,weil sie Oberfachendkkte auf
die Festlorpereigenschadn eliminieren.Zur LosungdesDG Systemsnachtman
denAnsatzu(n) = Ae'@ne=w!) wobeider Faktor ¢4 die n Abhangigleit der
Auslenkungbeticksichtigt.Durch EinsetzerdesAnsatzedindenwir die charak-
teristischeGleichung

—mw? = k[e "% 4 €% _ 9] = 2k[cos(qa) — 1]

derenLdsungdie moglichenEigenfrequenzederschwingendeketteemibt. w(q) =
2\/k/m - sin(qa/2). Die Randbedingundgestimmtdie mdglichen Werte vom



4.3. DIE LINEARE SCHWINGENDEKETTE 53

Abbildung4.6:

Parametey: ¢’?(ntN)a = gigna d h ¢idNe = 1 odergNa = p-2m,p = 0,+1, +2, ....
Die moglichenSchwingungszuahdesind durchdicht nebeneinanderligrde ¢-
Werteklassifiziertjederg WerttragteinebestimmteEigenfrequenzDie gesuchten
N linearunabt&ngigen_dsungerkdnnendurchdie g Werteim Intenall —7 /a, 7/ a
dagestelltwerden Die Kopplungbewirkt, dasssichdie Frequenz/k/m desunge-

|
|
1 !
0 Va9 | T 3
Abbildung4.7:

koppeltenOszillatorszu einemFrequenzbanderbreitet.Jeder~requenZannein
q Wert zugeordnetverden.Die ¢ Abhangigleit von w nenntmanDispersionsie-
lation. Die Eigenmodengie zu denEigenfrequenzegeliren,nenntmanPhono-
nen. Bestehtdie KetteausAtomenmit unterschiedlichemlternierendeMassen,
ennartet man mindestenszwei-Phononerdndey die evtl. durch eine Liicke ge-
trenntsind. Verbindungerwie NaCl habenzum Beispielzwei Phononenénder:
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Das untereBand nenntman akustisbhe Phononendasoberesind die optisden

PhononenEinenoptischerund akustischerzweig bekommtmanauch,wenndie

Kraftkonstanteralternierendind. DieseResultatdassersichaufdreidimensiona-
le Kristalle erweitern.In drei Dimensionenwird ¢ zu einemVektor, derinnerhalb
einesPolyedersverteiltist. Die Phononendispersisrdationen kbnnenrichtungs-

abrangigwerdenund einenkompliziertererVerlaufzeigen.

ISH,?A\ TE)
wt ?“4\3-» -
) LM |
-1
al 4/
=) 10F /
N Bt LA 2
g /
& 6F g TA
2 / P -
S LL' 4 c_/""
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{a) Phonon Dispersionskurven von Si. Die Kreise und Dreiecke sind MeB-
punkte, die ausgezogenen Linien das Ergebnis eincr Modelirechnung nach Dolling u.
Cowley [4.3]. Anstelle des Wellenzahlvekioes ¢ benutzt man hiufig eine Auftragung in
den Koordinalen des reduzierten Wellenzahlvekiors {=g¢/2n/e). Die gezeichneten

Lingen der Abszissen catsprechen den richtigen Entfernungen der Punkte in der
Brillouin-Zone.

Die Zweige der Phonon Dispersionskurven tragen die Bezeichnungen TA (tcuns-
versal akustisch), LA (lungitudinal akustisch). TO ({transversal optisch) uad LC
(longitudinal opuschi. Entlung dec [I0Q] and der [111] Richiung sind die. teans-
versalen Zweige CeRtarlel.

Abbildung4.8:

4.4 Die Wellengleichung

Wir betrachterPhononemnit ¢ =~ 0. Fur solchePhononerist die charakteristische
Lange2r/q Uberwelchew(n) variiert viel grosserals die Gitterkonstante Wir

konnendahern als kontinuierlicheVariablez bezeichnemunddie BG fur u(z, t)
folgendermasseaufstellen:

0%u
mw = klu(n —1,t) + u(n + 1,t)] — 2ku(n,t)

a2
~ klu(n,t) —au'(n) + ?u"(n) + u(n, t)
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a2
+ au'(n) + —u"(n)] — 2ku(n,t)

2
0%u
2
= ko
Py _ ko
o2 m 0z

Die Materiallonstante%2 wird als ¢? bezeichnetlhre Bedeutungwird baldklar.
Diese Gleichungist die eindimensionaléNellengleichungfur die Auslenkung
u an der Stelle z zur Zeit ¢. Die linear unablangigenEigenmodenu(z,t) =
Acos(qz — wt) und Asin(qz — wt) sindspezielleLdsungerder Wellengleichung
undsind ein spezielleBeispielvon Wellen: sie heisserharmonischéVellen.Die
allgemeinste=orm der linear unablangigenL dsungerder eindimensionaleWG
istu(z,t) = f(x + ct) (0" Alembertschedsungenunddie allgemeinstd.dsung
istdielineareSuperpositiorderbeidenGrundbsungenMan stellesicheinelokale
Storung f(z,t = 0) vor, die zum Beispielein Maximumbei z, besitzt.Eine sol-
cheStrungkannzumBeispieleineVerschiebngderTeilcheneinesMediumsaus
ihrer RuhelaggPhononenSeilwellen, WasseroberdichenwellenpdereinerDich-
teschvankungbei elastischenVellen, Schallvellen und Erdbebenwellerbedeu-
ten. Es kannaberein von elekromagnetischeReldern(Licht) bedeutendassich
durchein plotzlicheskin- und AusschaltereinesStromegyebildethat.Wenndiese

Jsf[x,\:.o)
M <.,
JI\ ,
! X
4\{“."_1:‘:)
! ;
| ' -
3 X
x, <t X,
Abbildung4.9:

Storungnachder Wellengleichungevolviert, dannist die funktionelle Abhangig-
keitzurZeitt f(x—ct), sieheFigur, d.h.die Storungsiehtgenawgleichauswie zur
Zeitt = 0 aberistamOrt x; = ct zentriert:die Wellengleichunghatdie Sthrung
fortgepflanzt,und zwar mit Beibehaltungder Form. Die Materialkonstantec ist
die FortpflanzungsgeschwindigkeDie Losungf(x + ct) beschreibeine Welle,
die sichnachrechtsentlangderz-Achsefortpflanzt.Die Materialkonstantendie ¢
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bestimmenhangenvon der Wellenartah Bei Phononerist die zweite Ableitung
derpotentiellenl;negie massgebenfzusammemit Masseund Gitterkonstante).
Schreiberwir &2 als _k¢ = D /p, mit (p: Dichte)und D: Zugkraft)dannbelom-

menwir die Geschwindigkit von Seilwellen.Bei Schallvellenistc = \/E/p, E:
Elastiziittsmodul Fur Lichtwellenist ¢ die Lichtgeschwindigkit.

Beispielevon Wellen

Beispiel 1. Harmonische Welle.
Die harmonisché&Velle f(z,t) = A - cos(qz — wt) erflllt die WG, wennw = ¢q.
Diesceist die Dispersionsrelatiordie wir fur langwelligePhononerausder exak-
ten Losungerwartethaben Eine instantaneéAufnahmeeinerharmonischeelle
erlaubt,die verschiedenefarameterzu veranschaulichemx = 27 /q ist der Ab-

NN V/\ e

TN YT T

Abbildung4.10:HarmonischéVelle zu einerfestenZeit (links) undaneinembe-
stimmtenOrt (rechts)

standzweierWellen&ler (oderanalogePunkteder Welle) und heisstWellenkange.
q ist die Wellenzahlund gibt geradedie Zahl der Wellengler pro Langeneinheit
an.Man betrachtgetzt denzeitlichenAblauf aneinemfestenOrt, NachderZeit T’
wiederholtsichin z dieselbePhasalerWelle, z.B. ein Wellental: T ist die Periode
derWelle.w = 27 /T ist danndie Frequenzmit welchersich dieselbePhasepro
Zeiteinheitwiederholt.Esgilt: A = T

Beispiel 2: Stehendewelle.
Eine von links einfallendeharmonischeSeilwelle trifft auf eine feste Halterung
(abereskannsich auchum eineebenelichtwelle handelndie an einemSpigyel
reflektiertist) bei x = 0. Die Gesamtwellesetztsich ausder einfallendenund der
reflektiertenWelle zusammenywobei die Randbedingunai(z = 0,t) = 0 Vt
erfullt werdenmuss.Die gesuchtd.dsungist

u(z,t) = Alcos(wt — gx) — cos(wt + qz)]
= 2Asinqzsinwt
Wie die Figur zeigt, ist daskeine normalelaufendeWelle mehr: Es gibt namlich
Schwingungsknotemndenerdie Welle Giberallverschwindetyundesgibt Schwin-

gungszeiterandenendie AuslenkungimmerverschwindetDa die Schwingungs-
knoteneinefesteLageim Raumhaben sprichtmanvon einerstehendenWelle.
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Die Schwingungsknotesind durch die Gleichungsingz, = 0 bestimmt,d.h.
|zn| =nA/2,n=0,1,2,3....

Xz0
7‘//—\/,/"‘~\ \/"\\E \_/v n=2
X\ . ~ /"E
S .- S ‘4
-
My, ' l\/\_./\/l

Abbildung4.11: Stehendé&Velle (links) und Resonatofrechst)

Beipiel 3: EigenfrequenzeneinesschwingendenSeils
Halt man das Seil auchnochim AbstandL fest, so tritt die zusatzliche Rand-
bedingungsin gL = 0 auf, die nur fir bestimmteg- Zahlen(d.h. fir bestimmte
Wellentngen)erfullbar ist: A, = nL/2, n = 0,1,2,... Dies bedeutetdassdie
stehendéVelleim GebietL nurbestimmteFrequenze, = “7 annehmermarf.
Nur solcheWellen, die dieseFrequenzhaben,kdnnenim GebietL zu betfacht-
lichen AmplitudenschwingenDaraussiehtman,dassstehendaVellen fastallen
Musikinstrumenterzugrunddiegen:esist damitmoglich, bestimmteNotenzu se-
lektieren.Wennwir anLicht denlen, daszwischenzwei Spiggelnreflektiertwird,
so kdnnenwir unsgenausovorstellen,dassnur bestimmteFrequenzemnd Wel-
lenlangenzwischenden zwei Spigyeln existierenkdnnen.In diesemFall spricht
manvon einemoptischerResonatorEin solcheroptischerResonatorst einefun-
damentaleKomponentdir die Erzeugungvon Laserlicht,die sehrgenaumono-
kromatischist.

Beipiel 4: Polarisation einer Welle.
In der Phononenwelledie wir zur Herleitungder Wellengleichungbenutztha-

Y
yix) — ¥
Seilwelle x transversale Polarisation

» longitudinale Polarisation

Schallwelie

Transversale und longitudinale Polarisation:
bei einer Seilwelle schwingen die Massenelemente senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Bei einer
Schallwelle schwingen die Atome parallel zur Ausbreitungsrichtung, was zu Dichteschwankungen
fizhre.

ben, schwingendie Atome entlangder Ausbreitungsrichtum Eine solcheWelle
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ist einelongitudinale Welle, d.h. sie ist longitudinal polarisiert.Es ist aberauch
moglich, dassdie Storung senkrechtzur Ausbreitungsrichtungstattfindet(Seil-
welle und transwersalePhononen)man sprichtdaherbei der Seilwelle von einer
transersalenPolarisationDieselbePolarisatiornabenEM Wellen,beiwelchenE
und B ebensacsenkrechizur FortpflanzungsrichtungchwingenEin weiteresBei-
spiel einerlongitudinal polarisiertenWelle sind Schallvellen. Schall oder elasti-
scheWellenin einemStab,entsteheliindemeinemikroskopischeMengevon Ato-
men- etwa auf einer Ebeneliegend- komprimiertwird. Es bildet sichin einem
Volumenelemengin Uberdruck der die darausfolgend&engevon Atomennach
vorn befdrdert. Wie ein Domino breitetsich die urspfingliche Kompressioraus.
DieseKompressiorbestehtauseiner Auslenkungder Atome ausihrer Ruhelage,
und zwar parallelzur AusbreitungsrichtungSchallvellen sind daherlongitudinal
polarisiert.

Beipiel 5: Die Ausbreitung von Wellenin drei Dimensionen
Die Grundlagefur die Ausbreitungvon Wellenim dreidimensionalefKoordina-
tenraumist die dreidimensional&Vellengleichung

8211/(./1:’ y’ z’ t)
ot?

*u(z,y, 2,t) N u(z,y,z,t) N O*u(z,y, z,1)

-
02 Oy? 022

]

EinesehmwichtigeL 6sungdieserGleichungst die ebenénarmonisch&Velleu(z, y, z,t) =
Acos(qT — wt), mit w = c|q]. §'ist der Wellervektor Alle Punktez mit gleicher
AuslenkungoderPhasdiegenauf Ebenenmit der Gleichunggz = Konst. Das
sind Ebenensenkrechtzur Ausbreitungsrichtungdie von ¢ festgel@t ist. Neben
denebenenWellen tretenin der Physik zuweilenauchWellen mit gekiimmten
FlachengleicherPhaseauf, wie zum Beispiel Zylinder oder Kugelvellen. Eine
Kugelvelle,zumBeispiel,ist eineWelle, die einenkugelformigenWellenfrontbe-
sitzt. Kugelvellen breitensich typischerweiseauseiner Punktquelleaus.Die all-
gemeineForm einerKugelvelle, die sichvom UrsprungdesKoordinatensystems
mit Fortpflanzungsgeschwindigkeitausbreitetfindenwir als die Losungderra-
dialsymmetrischefVellengleichung

0?u(r,t) 91 0. Ou(r,t)
e  Crarl o
Dasemgibt: u(r,t) = M wie durchdirektesEinsetzersichtbarwird. Verges-

senwir fUr einenAugenblickden Faktor r im Nenner Die Amplitude der Welle
zu einer bestimmtenZeit hat dannals Funktion des Abstandsvom Ursprungei-
ne bestimmteGestalt die mit der Geschwindigkit ¢ vom Ursprungausuft (oder
zum Ursprunghinlauft). Der Faktorr im Nennersagtunsaber da die Amplitu-
de derWelle im Lauf der Ausbreitungproportionalzu 1/r abnimmt.Mit anderen
Worten: Wahrendbei einer ebenenWelle die Amplitude wahrenddes Ausbrei-
tungswrgangskonstantbleibt, nimmt die Amplitude einer Kugelvelle stetigab,
wie esin derFigur dagestelltist.
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i Eine Kugelwelle ¢ = 7 {t—r/i)/r. (a) v als Funktion von r bei t ez,
und dieselbe Weile zu einem spiteren Zeitpunkt t;. (b) ¢ als Funktion von ¢ bei
£ =+, und dieselbe Welle bei r,,

Beipiel 6: Akustische Wellen in der Geologie Die Erde kann zu Eigen-
schwingungerangergt werden,insbesonderdei ErdbebenDie Grundschwin-
gungsperioddetiagt rund 50 Minuten, wasetwa der Zeit einesakustischerHin-
undRucklaufsdurchdie Erdeentspricht DasBild zeigtdie DeformationderErde
(nicht massstabgetrelei einer solchenSchwingungzur Zeit t = 0 und 25 min
spater AkustischeWellen sind aberauchein leistungséhigesHilfsmittel zur Un-
tersuchunglesErdinnern.UnsereKenntnisvom Erdinnernstammthauptgchlich
von seismologischeBeobachtungenus der Reisezeitund Reiserouteson Erd-
bebenwellerkannmandenradialenVerlaufder Schallgeschwindighit im Erdin-
nernbestimmenDasBild zeigtz.B. dielongitudinalerundtranswersalerSchallge-
schwindigleitenim ErdinnernDeutlichsichtbarst dasNullwerdendertrans\ersa-
len Geschwindigkit unddamitder Schersteifigiit im Erdinnernwelchesaufden
flussigenZustanddes Erdkerns hinweist. Die akustischenformation zeigt aber
nicht nur die Existenzund AbmessunglesflissigenErdkerns, sonderndariiber
hinausweitereUnstetigleiten, auf die wir hier nur hinweisenwollen. (Zum Bei-
spiel die mit F bezeichnetdJnstetigleit in 5 200 km Tiefe, welcheeine weitere
Phaseanderundlussig- festinnerhalbdesErdkernsandeutet.)

Querkontraktion
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Reizerouten von Erdbe- Smin
benwellen vom Erdbebenzentrum
zur Beobachtungsstation (entnom-
men: George Gamow, J, M, A
Cleveland, Physik in unserer Welt,
Arfes-Verlag, Miinchen, 1963).
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Geschwindigkeiten longitudinaler und transversaler ¢lastischer Wellen im Inneren der
Frde: die Diskontinuititen werden durch Anderung der chemischen Zusammensetzung bzw. durch
Phaseninderungen verursacht. So wird die Mohorovicié-Diskontinuitit, die Kruste und Mantel
trennt, Modifikationen des Gesteins zugeschrieben. Der Ubergang vom Mantel zum Kern wird
durch den Phaseniibergang fest - fllissig charakterisiert. Withrend sich im dueren Kern keine Trans-
versalwellen ausbreiten kdnnen, zeigen nevere Untersuchungen, da dies im inneren Kern maglich
ist: die Diskontinuitit zwischen &uferem und innerem Kern deutet also auf Phaseniibergang fliissig
- fest hin (entnommen: B. Gutenberg, Physics of the Earth Interior, in International Geophysics
Series, Vol. I, Academic Press, New York, 1959; B. A. Bolt, The Fine Structure of the Earth,

Sei. Am. 228, March, 1973).



