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Vorwort

Die Vorlesung”Physik I”, die ich im Wintersemesterfür die Studentender Ab-
teilungChemie,Lebensmittelwissenschaft, Biologie,ErdwissenschaftenundUm-
weltwisswenschaftenderETHZürichgelesenhabe,behandelteinigewichtigeThe-
menausder”klassischenMechanik”undder”statistischenPhysik”.Mein Ziel war
es,durchdasStudiumdieserklassischenGebietederPhysikeinenEinblick in mo-
derneVorgängederAtom-, Molekül- undFestk̈orperphysikzu geben,soweit die-
serein klassischenUrsprungssind. In dieserVorlesungwird ber̈ucksichtigt,dass
diePhysikroutinesystematischKonzepteausderderMathematikbenutzt.Dasge-
schiehtnichtnurumphysikalischeInhaltekorrektzuvermitteln,sondernträgtauch
der TatsacheRechnung,dassdie Natur selbsteinefaszinierende”mathematische
Struktur” besitzt,die in vielenalltäglichenErscheinungenzumVorscheinkommt.
Die notwendigenWerkzeugeausderMathematikwerdenjeweils bei Bedarfein-
geführt,damitihreVerbindungmit derphysikalischenFragestellungklar wird. Ich
bedanke mich bei denvielenStudenten,die dieseVorlesungdankihrer Aufmerk-
samkeit ermöglicht haben,bei denAssistenten,die die dazugeḧorigen Übungen
geduldigausgearbeitethaben,undbeidenHerrenV. Kräutler, U. Zimmerli, undU.
Maier, sowie bei meinerFrauHedi, die mein Skript druck- und webreif bearbei-
tet haben.BesondererDankgehtanHerrnProf. G. Soff, Institut für Theoretische
PhysikderTU Dresden:er stelltemir seinexzellentesManuskriptzur Verfügung,
dasmir sehrgeholfenhat.
Zürich, im März2000

iii



iv VORWORT



Inhaltsverzeichnis

Vorwort iii

1 Die Bewegungsgleichungen 1
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Kapitel 1

Die Bewegungsgleichungen

1.1 Einf ührung

EinederwichtigstenErscheinungenderNatur ist die Bewegung.Bewegt sichein
Objekt überAbsẗande,die viel grösseralsseineAusdehnungsind,sokanndieses
ObjektalsMassenpunkt

�
betrachtetwerden,d.h.ein geometrischerPunkt

�
, der

eineMasse� hat,wobei � daseinzigeMerkmal ist, dasMassenpunktevonein-
anderunterscheidet(Einheitenfür die Masse:��� ). Im Fall einesMassenpunktes
kanndannseineendlicheAusdehnungfür die Beschreibung der Bewegungver-
nachl̈assigtwerden.Beispielsweisekannmanfür die Beschreibung der Umlauf-
bahnderErdeumdieSonnedieAusdehnungderErdevernachl̈assigen– will man
hingegenerklären,warumesTagundNachtgibt, mussmanber̈ucksichtigen,dass
sich die Erdeals Konsequenzihrer endlichenAusdehnungum ihre eigeneAch-
sedreht.Die LagedesMassenpunktesin Bezugauf ein geeignetesKoordinaten-
systembeschreibteinenOrtsvektor �� , die Bahnvon

�
eineVektorfunktion ��	��

� ,

wobeiderreelleParameter
 dieZeit ist. (Einheitenfür ���� ��� 
 : ��������� )
VerschiedeneGrössenin derPhysik,wie zumBeispieldieGrundgr̈ossenLänge,MasseundZeit,

könnenim RahmenderNewtonschenMechanikdurcheineeinzigereelleZahl spezifiziertwerden.
DieseZahl kanndabeivon demEinheitensystemabḧangen,in demwir die Messungvornehmen.
SolcheGrössenbezeichnenwir als Skalare.Ein Skalarwird durch einenBuchstabenangegeben,
z.B. für dieZeit � undfür dieMasse� .

Abbildung1.1:Vektor �� (links). ���� �� (rechts)
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2 KAPITEL 1. DIE BEWEGUNGSGLEICHUNGEN

AndereGrössenin derPhysik,wie die Ortsangabeoderdie Geschwindigkeit bed̈urfenzu ihrer
vollständigenSpezifikationderAngabeeinesBetragesundeinerRichtung.SolcheGrössennennen
wir Vektorenund kennzeichnensie durcheinenPfeil überdenBuchstaben,um die Bedeutungder
Richtungsangabehervorzuheben.Soschreibenwir beispielsweisefür denOrtsvektor �� . Ein Vektor
verbindetzwei Punkte,beispielsweisebezeichnenwir denBetragoderdie LängeeinesVektors � 
mit !"� ! oder  . Wir wollen nundie einfachenGesetzederVektoralgebrabehandeln.Zwei Vektoren� und �# sindgleich,wennsiedengleichenBetragunddie gleicheRichtungaufweisenunabḧangig
von ihremAnfangspunkt.EinenVektor, derdiegleicheLängewie derVektor � aufweist,aberin die
entgegengesetzteRichtungzeigt, bezeichnenwir mit $%� . Zwei Vektoren � und �# werdenaddiert,
indemmandurchParallelverschiebung denFusspunktdeseinenVektors �# mit der Pfeilspitzedes
anderenVektors � zur Deckungbringt. Der Summenvektor � '& �# beginnt am Fusspunktvon � 

Abbildung1.2:Addition von Vektoren(links) undKommutativität (rechts)

und reicht bis zur Spitzevon �# . � (& �# entsprichtder Diagonalendesvon � und �# aufgespannten
Parallelogramms.Für dieVektorsummegilt dieKommutativität� )& �#+* �# & � 
Entscheidendfür die Kommutativität ist die freie Parallelverschiebbarkeit der Vektoren.Assoziati-
vität: , � )& �#.- & �/ * � 0& , �# & �/ -
WiederumüberzeugtmansichaufgrundeinergraphischenVeranschaulichungsofortvon derRich-
tigkeit dieserBehauptung.Die Differenzzweier Vektoren � und �# oder die Vektorsubtraktionist

Abbildung1.3:Assoziativität

definiertals � $ �#1* � 2& , $ �#3-54
Subtrahiertman � vonsichselbst,soergibt sichderNullvektor� $6� * �7 4
Der NullvektorhatdenBetrag

7
; er ist richtungslos.Für alleVektorengilt� )& �7 * � 4
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UnterdemProdukt89� einesVektors � mit einemSkalar8 , wobei 8 einereelleZahl ist, verstehtman
einenVektor, derdiegleicheRichtungaufweistwie � unddenBetrag! 8	� ! * ! 8	!�:�!"� !
hat.
Hierbeigilt dasDistributivgesetz,d. h.

Abbildung1.4:Multiplikation mit einerZahl, 8 &�; - � * 89� 2&�; � 0<8 , � )& �#=-9* 89� )& 8 �# <
sowie dasAssoziativgesetz ; , 8	� -9* 8 , ; � ->* ; 8?� 4
Ein Einheitsvektorist einVektormit derLänge1.AusjedemVektor � lässtsichdurchMultiplikation
mit demKehrwertseinesBetrageseinEinheitsvektor �@
A in Richtungvon � konstruieren.�@=A *CB � 
unddamitauch � *  �@=A
mit !D�@=A ! *   * B 4
Einheitsvektorenwerdenin derRegel mit denBuchstaben�@ oder �E bezeichnet.Wir fassendie Ge-
setzederVektoralgebrazusammen

1. � 2& �#+* �# & � KommutativgesetzderAddition

2.

, � 2& �#�- & �/ * � )& , �# & �/ - AssoziativgesetzderAddition

3. 8 , ; � -F* , 8 ; - � * ; , 89� - AssoziativgesetzderMultiplikation

4.

, 8 &G; - � * 89� )&G; � Distributivgesetz

5. 8 , � 0& �#�-9* 89� 0& 8 �# Distributivgesetz

Bislanghabenwir Ortsvektorenals einenSpezialfall der Vektorendiskutiert.Der Zusammen-
hangmit dem abstraktenmathematischenVektorbegriff ist leicht herstellbar. Die Gesamtheitder
VektorenbildeneinenlinearenVektorraumH überdemKörperderreellenZahlen I . Eswerdendie
folgendenAxiome erfüllt:
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I) ZwischenzweiElementen� J< �#LK H ist eineVerkn̈upfung(Addition) definiert� 2& �#+* �M K H
mit

1)

, � )& �#�- & �/ * � )& , �# & �/ - (Assoziativität)

2) Nullelement: � 2& �7 * � für alle � 
3) Inverses:Zu jedem � K H gibt esein

, $%� -6K H < sodaßgilt� )& , $%� -9* �7 <
4) � )& �#N* �# & � (Kommutativität)

II) Multiplikation mit ElementenO <QP>< 4R4+K ITSO K I < � K H *.U O1� K H
mit

1)

, O &VP - � * O1� )&GP � W<O , � 2& �#X-9* O1� )& O �# , (Distributivität)

2) O , P � -9* , O P - � (Assoziativität)

3) Esgibt einEinselementB , sodassgiltB :Q� * � für alle � K H 4
Skalarprodukt von Vektoren. Wir habenbisherdie Multiplikation von Vektorenmit Skalaren

betrachtet.Jetztwendenwir unsderMultiplikation vonVektorenzu.Hierbeiwerdenwir zweiunter-
schiedlicheTypenvon Produktenvon Vektorenkennenlernen,dasSkalarprodukt(inneresProdukt)
und dasVektorprodukt(äusseresProdukt).Als SkalarproduktzweierVektoren � und �# bezeichnet
mandenfolgendenSkalar: � : �#1*  #0Y3Z\[^] <
wobei

]
denWinkel zwischendenVektoren � und �# kennzeichnet.]_*a` - , � J< �#.-

AnschaulichhandeltessichumdasProduktausderLängedeserstenVektorsmit derProjektiondes

Abbildung1.5:Skalarprodukt

zweitenVektorsaufdieRichtungdesersten.Offensichtlichgilt� : �#N* 7 <
falls B -  * 7 oder(und)

#1* 7
oder b -�]c*edXf b 4
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Basierendauf dieserEinsichtbezeichnenwir zwei Vektoren � und �# alsorthogonal

, � cg �#3- zuein-
ander, falls � : �#1* 7
Eine wichtige Eigenschaft des Skalarprodukts betrifft den Betrag eines Vektors. WegenYhZ\[ , 7 -F* B gilt � :�� *  �i0j 7 4
Damit könnenwir schreiben  *lk � :�� 4
Für denEinheitsvektorhabenwir �@ :��@ * B 4
Ein Vektorraum,in demeinSkalarproduktdefiniertist, heisstunitärerVektorraum.

EinemProduktvonzweiVektorenkönnenwir jedochaucheinenVektorzuordnen.DasVektor-
produkt(äusseresProdukt,Kreuzprodukt)vonzwei Vektoren � und �# führt zueinemVektor �/�/ * � (m �#n4
Der Vektor �/ hatfolgendeEigenschaften:

Abbildung1.6:Vektorprodukt

1. / *  #0[poRq1] <
wobei

]
wiederder von � und �# eingeschlosseneWinkel ist. Der Betragvon �/ , also / , ent-

sprichtdemFlächeninhaltdesvon � und �# aufgespanntenParallelogramms.

2. �/ stehtsenkrechtauf dervon � und �# aufgespanntenEbene.� r< �# und �/ bildenein Rechtssy-
stem.

Wir wollennuneinigewichtigeEigenschaftendesVektorproduktesdiskutieren.

I) antikommutativ: � sm �#1* $ �# m � 
II) � 'm �#1* 7 falls B -  oder

#1* 7b - �#1* O1� Wt O K I
Für kolineareVektorengilt

[poRq1]c* 7
, da

]_* 7
, undsomitverschwindetdasKreuzprodukt.

III) distributiv: , � 2& �#�- m �/ * � sm �/F& �# m �/
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IV) nicht assoziativ � sm , �# m �/ -0u* , � 'm �#.- m �/
V) bilinear , O1� - m �#1* � sm , O �#�-9* O , � 'm �#X-
Wir wollennuneinigeEigenschaftenvonBasisvektorennäherbeleuchten.Wir stellendenVek-

tor � durchdenEinheitsvektor �@=A dar, umBetrags-undRichtungsangabeetwaszu trennen� *  �@ A 4
Zwei Vektoren � und �# mit derselbenRichtung �@ heissenkolinear. Für sie lassensichreelleZahlenO u* 7 <^P u* 7 finden,diedieGleichungO1� )&GP �#1* 7
erfüllen. � und �# sindlinearabḧangig.Damitkönnenwir umgedrehtfolgendeDefinitionvereinbaren:E Vektoren � Wv3< � i < 4R4R4 < � Qwr< heissenlinearunabḧangig,fallsdieGleichungwx y z v O y � y * 7
nurdurch O v * O i *{4R4R4Q* O w * 7
erfüllt werdenkann.Andernfalls heissensielinearabḧangig.
Fernergilt die Definition: Die DimensioneinesVektorraumesist gleich der maximalenAnzahl li-
nearunabḧangigerVektoren.In einem| -dimensionalenVektorraumbildet jedeMengevon | linear
unabḧangigenVektoreneineBasis,d.h. jederbeliebigeVektordiesesRaumeslässtsichalsLinear-
kombinationdieser| Vektorenbeschreiben.BesondersbedeutsamalsBasisvektorensindEinheits-
vektoren,die paarweiseorthogonalzueinandersind.Man spricht in diesemFall von einemOrtho-
normalsystem�@
}^<^~ * B < b < 4R4R4 < | 4 Damitgilt�@ } :��@ y *e� } y
mit demKronecker-Symbol � } y *�� B für ~ *��7

für ~ u*��+4
Ein Orthonormalsystem,dasgleichzeitigBasisdesVektorraumesH ist, bezeichnetmanalsvollstän-
dig. Für einenbeliebigenVektor � K H gilt dann� *��xy z v  y �@ y 4
Die  y sinddieKomponentendesVektors � bez̈uglichderBasis �@�v=< 4R4R4 < �@ � . Beispielsweisebildendie
kartesischenBasisvektoren �@
�Q< �@
� und �@
� ein vollständigesOrthonormalsystemdes �+� . Die Kom-
ponentenschreibweiseerlaubteinegebr̈auchlicheDarstellungdesVektorsalsSpaltenvektor:

� *��������
 v i444 �
��������
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oderalsZeilenvektor: � * ,  Wv3<^ i < 434h4 <� � -r4
Für dendreidimensionaleneuklidischenRaumkönnenwir somitexplizit schreiben� *  � �@ � &� � �@ � &� � �@ � *  Wv �@�vX&G i �@ i &G � �@ �* �x y z v  y �@ y
oderauch � * ,  v <p i <p � -W4
Mit demvollständigenOrthonormalsystemkönnenwir auchdenBetrageinesVektorsauswerten.Es
ist  * !"� ! * k � :Q� * ���� �x}�� y z v  Q}� y , �@
} :��@ y -* ���� �x}�� y z v  Q}� y � } y * ���� �x } z v  i} *��  i v &� ii &� i� 4
Für dieRichtungskosinusseerhaltenwir mittelsderkartesischenKomponenten } } * �@ } :�� *  YhZ\[J] }
mit

] } *a` - , �@ } < � -�4
Damit folgt sofort Y3Z�[J] } *  } 4
FernerbekommenwirY3Z\[ i ] vX& Y3Z\[ i ] i & Y3Z�[ i ] � *  i v i &  ii i &  i� i *  i v &� ii &� i� i * B 4
Auch dasSkalarproduktlässtsich mit demvollständigenOrthonormalsystemleicht auswerten.Es
ist � : �# * �x } z v  } �@ } �x y z v # y �@ y* �x}�� y z v  } # y �@ } :J�@ y * �x}�� y z v  } # y � } y*�U � : �#1* �x y z v  y # y 4
Wir studierenjetzt Vektorproduktemit orthonormalenBasisvektoren,die ein Rechtssystembilden.
Esist �@ v m �@ i * �@ � <�@ i m �@ � * �@ v <�@ � m �@�v * �@ i <
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aberzumBeispiel �@ i m �@�v * $?�@ � und �@�v)m �@�v * 7 . Multiplizieren wir denresultierendenVektor
wiederskalarmit �@ } , sofolgt�@ } : , �@ y m �@�� ->* � B falls

, ~p< � <¢¡ - zyklischaus

, B < b <¢£ -$ B falls

, ~p< � <¢¡ - antizyklischaus

, B < b <¢£ -7
sonst ¤ *e¥ } y � 4¥ } y � ist dasLevi-Civita SymboloderdersogenanntetotalantisymetrischeTensordritterStufe.Esist

also ¥ } y � * �@ } : , �@ y m �@�� -04
Mit diesemSymbollassensichVektorproduktederBasisvektorenzusammenfassendformulieren:�@
}Fm �@ y * �x � z v ¥ } y � �@�� 4
Für allgemeineVektorproduktegilt entsprechend�/ * � 'm �#1* �x}�� y z v  } # y , �@ } m �@ y -9* �x}�� y � � z v ¥ } y �¦ } # y �@�� * �x � z v /=� �@��
mit derabk̈urzendenSchreibweise /=� * �x}�� y z v ¥ } y �¦ } # y
oderausf̈uhrlich /�v *  i # � $  � # i <^/ i *  � # v $  Wv # � <�/ � *  Wv # i $  i # v 4
DasKreuzproduktlässtsich auchleicht mit Hilfe der Determinantenschreibweiseauswerten.Ein
rechteckigesSchemavonZahlenwird Matrix genannt.

Spalten§
�������
 vpv  v i 4R4R4  v�¨ i v  ipi 4R4R4  i ¨444 �© v  �© i 4R4R4  �© ¨

��������«ª $ Zeilen

DerersteIndex desKoeffizientengibt dieZeilean,derzweitedieSpalte.Für denFall, dass; * 8 ist,
sprichtmanvoneinerquadratischenMatrix. DieserMatrix lässtsicheinZahlenwert¬ zuordnen,der
Determinantegenanntwird. Für dieDimensionenB , b und £ lässtsichdieserWert folgendermassen
auswertenB 4 - ­Q®h¯ ,  Wvpv -9° !  Wvpv ! *  Wvpv2<b 4 - ­Q®h¯)±  Wvpv² Wv i i v² ipiG³ ° ´´´´  Wvpvµ Wv i i vµ ipi ´´´´ *  Wvpv� ipi $  Wv i  i v¶<£ 4 - ­Q®h¯¸·  vpv  v i  v � i vµ ipi  i � � v  � i  �p�G¹ * ´´´´´  vpv  v i  v � i v² ipi  i � � v  � i  �p� ´´´´´*  rvpv ´´´´  ipi  i � � i  �p� ´´´´ $  rv i ´´´´  i v  i � � v² �p� ´´´´ &G rv � ´´´´  i v  ipi � vµ � i ´´´´*  rvpv ,  ipi  �p� $  i �  � i - $  Wv i ,  i vp �p� $  i �  � v - &� Wv � ,  i vp � i $  ipi  � v -
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Mit Hilfe der Determinantenschreibweisekönnenwir dasVektorproduktauch formal auswerten
durch � sm �#º* ´´´´´ �@ v �@ i �@ � v  i  �# v # i # � ´´´´´* ,  i # �N$  � # i - �@ v $ ,  v # �»$  � # v - �@ i & ,  v # i $  i # v - �@ � 4
Diesist identischmit dembereitsabgeleitetenResultat.

Wird jedemWert einerskalarenVariablen� ein Vektor �� , � - zugeordnet,dannheisst �� , � - Vek-
torfunktion der skalarenVariable � . Trägt man �� , � - in einemfestenPunkt

7
an, dannliegen die

Endpunktevon �� , � - auf einerRaumkurve, die Trajektorieoderdie Bahnkurve desMassenpunktes¼
.

Ein wichtiger Begriff ist die Ableitung derartigervektorwertigerFunktionen.Wir betrachten�� zu

Abbildung1.7:Bahnkurve einesMassenpunktes

verschiedenenZeiten � und � &e½ � undbildendenDifferenzvektor ½ �� * �� , � &6½ � - $L�� , � - . Dies
erlaubtdieGeschwindigkeit alsGrenz̈ubergangzu definieren:¾RoR¿À¦Á�Â2Ã ½ ��½ � 4*ÅÄ�� 4* |¦��|��
In einemzeitunabḧangigenorthonormalenBasissystem�@ } gilt �� , � -Æ*ÈÇ �} z v�É } , � - �@ } , kurz �� *, É , � - <ËÊ , � - <pÌ , � -p- und

Ä�� * , ÄÉ , � - < ÄÊ , � - < ÄÌ , � -p- (sog.kartesischeKoordinaten).Ein Massenpunkt
¼

in einemeuklidischenRaumhat dementsprechend3 Freiheitsgrade, d.h. seineLageist durchdie
Angabevon 3 Koordinateneindeutigfestgelegt. Esgeltendie folgendenAbleitungsregeln||���Í Î , � - � , � -ÐÏÑ* ÄÎ , � - � , � - & Î , � - Ä� , � - <||�� Í � , � - : �# , � -ÐÏÑ* Ä� , � - : �# , � - & � , � - : Ä�# , � - <||�� Í � , � - m �# , � -ÐÏÑ* Ä� , � - m �# , � - & � , � - m Ä�# , � -Ò4
HöhereAbleitungeneinerVektorfunktionlassensichentsprechenddefinieren.Für analytischeVek-
torfunktionengilt dieTaylorEntwicklungum � * � Ã :�� , � -9* �� , � - ! ÁDÓ & Ä�� , � - ! ÁDÓB\Ô : , �¦$Æ� Ã - & Õ �� , � - ! ÁDÓb Ô : , �	$Æ� Ã - i & 43434
Die IntegrationvonvektorwertigenFunktionenerfolgt auchkomponentenweise:Ö Á�×Á�Ø �� , � - |�� *ÚÙ Ö Á�×Á�Ø É , � - |�� < Ö Á�×Á�Ø Ê , � - |�� < Ö Á�×Á�Ø Ì , � - |��ËÛ
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beiderkonkretenLösungphysikalischerProblemeist dieWahlgeeigneterKoordinateneinsehrwe-
sentlicherLösungsschritt.BenutztmankartesischeKoordinaten,dannbetrachtetman

¼
sozusagen

alsdie Ecke einesParallelepipeds.Man kannsichaber
¼

auf einerKugeloberfl̈ache(Zylinderober-
fläche)vorstellen:dannbenutztmanKugelkoordinaten(Zylinderkoordinaten):, É <pÊW<pÌ -Ü* , �+M3~�E(Ý+/�Þ�M»ß¦<p�+M3~�E(Ý0M3~�E(ß¦<p�N/hÞ\M»Ý - t 7nà Ý à d < 7nà ß à b d, É <pÊW<pÌ -Ü* ,Dá /�Þ�M»ß¦< á M3~�Esß	<ËÌ - t 7nà ß à b d
Zylinderkoordinatenin der EbeneÌ * 7 heissenauchPolarkoordinaten. Kugel-undZylinderko-

Abbildung1.8:Kugelkoordinaten(links) undZylinderkoordinaten(rechts)

ordinatensindein Beispielvon krummlinigenKoordinaten.Mit einergeeignetenParametrisierungÉ , ; v <�; i <�; � - <pÊ , ; v <Ë; i <p; � - <�Ì , ; v <p; i <p; � - kannmandie krummlinigenKoordinaten

, ; v <p; i <�; � - dazu

benutzen,denganzeneuklidischenRaumals eineaufeinanderfolgendeSequenzvon Raumfl̈achen

zudecken.

DerdirektesteWeg,dieBewegungvon
�

zuerfassen,ist dieMessungvon ��¦��

�
überein gewissesZeitintervall. Dadurchlässtsichvielleicht ein Gesetzerkennen,
mit dessenHilfe mandenweiterenVerlauf der Bewegungvoraussagenkann.So
habenNaturwissenschaftlerbisundmit GalileoGalilei gearbeitet.Durchunz̈ahlige
Beobachtungenhattemanein sehrgenauesBild, z.B. der Dynamik der Planeten
undderSterne(fastsogenauwieunseres)erlangt,undkonntedamitschonBegriffe
wie die jährlichePeriodiziẗat der Erdbewegung um die Sonneformulieren.Das
Experimentvon Galileoauf demTurm von Pisaist in diesemSinneein Merkmal
in derGeschichtederPhysik:Er lässteineKugelauseinerHöhe â^ã fallen,misst
ihreLageâ alsFunktionderZeit undschliesstaufein 
hä -Gesetz:â ��
=�¸� âQã9åçæä � 
hä .
Galileowardanachimstande,diePositionderKugelzu jederZeit anzugeben.

Im Prinzip könnteman auf dieseArt alle wichtigen Bewegungender Natur
erfassen.Dank Sir IsaacNewton wissenwir jedoch,dasshinter der Vielfalt von
BewegungennochfundamentalereGesetzeexistieren,anhanddererdie Bahnvon�

im Prinzipvoraussehbarist, wennnur zu einembestimmtenZeitpunktOrt und
Geschwindigkeit bekanntsind.Dasvereinfachtnaẗurlich dasLebendesPhysikers:
Er mussnicht jeden

�
mühsamverfolgen,umeinempirischesGesetzzu formulie-

ren.EineeinzigeAngabe( ��9��
 ã � �	è��9��
 ã � ) gen̈ugt.DieseAngabenenntmanAnfangs-
bedingungen, die Gesetze,die die Bewegungbeschreiben,nenntmanBewegungs-
gleichungen.
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1.2 DasHamilton-Prinzip

Leider ben̈otigt die Formulierungder Bewegungsgleichungen– wie alle Gesetze
derPhysik– einengewissenGradanAbstraktion.DieseAbstraktionist, nebender
Beobachtung,eineweitereEigenschaft,die die Physikkennzeichnet.Abstraktion
bedeutetoft dieEinführungvonHilfsgrössen,diekeinenunmittelbarenexperimen-
tellenZuganghabenunddeshalbehermathematischerNatursind.

SeitdenArbeitenvonR.P. Feynman(wie NewtonundEinsteineinerderGros-
sender Physik)wissenwir, dasseineallgemeineMethode,physikalischeGeset-
ze zu formulieren,im Prinzip der kleinstenWirkung (principle of least action)
liegt. DiesesPrinzipwurdevon W.R. Hamilton in derMechanik1823eingef̈uhrt,
underlaubt,die Bewegungsgleichungenaufzustellen.Die für seineFormulierung
ben̈otigtenabtsraktenGrössenwollenwir anhanddesExperimentsvonGalileoeinführen.
Gegebensei ein Massenpunkt

�
, der sichauf einerHöhe âQã zur Zeit 
 ã befindet.

Lässtman
�

fallen, so verringertsich seineHöhe,währendseineGeschwindig-
keit gleichzeitigzunimmt.Zur Zeit 
 ã besitzt

�
aussich heraus(dadurchdasser

aufeinerbestimmtenHöheist) dieFähigkeit, Geschwindigkeit zugewinnen.Diese
Fähigkeit drücken die Physiker mit demBegriff derpotentiellenEnergie aus.Die
potenzielleEnergie ist eineskalareGrösse,d.h. sie kann nur eineFunktionvon� ��êé ��W� sein.Die einfachsteWahl für ë%ì�íhî im GalileoExperimentist ë¶ì�íhî � â �¶�ðï â ,
wobeiwir ï sp̈aterbestimmen.Mit dieserWahldrückenwir dieTatsacheaus,dass
je höher

�
liegt, die Geschwindigkeit dementsprechendzunehmenkann,bevor er

aufdieErdetrifft. Wir könntenauchweiterePotenzenvon âQã ber̈ucksichtigen(das
wäresogarrichtiger, wie wir sp̈ater zeigenwerden).Wir wollen abersehen,ob
diesereinfachelineareAnsatzgen̈ugt, um den Fallvorgangzu beschreiben.Die
einfachsteskalareGrösse,die manmit einemVektor è�� bildenkann,ist � è��ñé è��.� , so-
dassdie Energie, die mit der Geschwindigkeit assoziertist, ësò\óDô � ësò\óDô � è���é è��W�
seinmuss.Wir werdensp̈atersehen,dassdie einfachsteWahl, die sichanbietet–ësò\óDô � èâ �êõ èâ – falschist: die niedrigstePotenz,die mit denExperimentenin Ein-
klangist, ist ë'ò\óöô � èâ �¸�ø÷ èâ ä , wobeiwir seitEinsteinwissen,dassauchdieseWahl
nur eineNäherungfür èâúùûùð� , mit ( � � Lichtgeschwindigkeit ��ü�ý�þ�ÿ�� m/sec)
ist. Durch die Einführungder abtstraktenBegriffe ë¶ìQí�î � ��.� und ë'ò\óöô � è��.� sind wir
imstande,dasHamiltonPrinzipzu formulieren.DemMassenpunkt

�
ordnenwir

dieLagrangeFunktionzu:��� ��¦��

� � è��F��

���»� ësò\óDô � è��.� åçë ì�íhî � ��r�
die im Fall vom GalileoExperimentzu

� � â	� èâ �2�C÷ èâ ä å ï â wird.
Der Begriff desFeldesstellt ein fundamentalesKonzeptin der Physikdar. Man unterscheidet

zwischenSkalarfeldernundVektorfeldern.Ein Skalarfeld� , �� -N* � , É <pÊW<ËÌ - ist eineskalarwertige
FunktiondreierunabḧangigerVariablen,wobeisichdieZahldreiaufdieDimensionunseresRaumes
bezieht.
Beispiel:Wir betrachtendie Funktion � , �� -n* O f , � É i &�Ê i & Ì i - . Graphischstellt mansolche
Felderdurch2-dimensionaleSchnittedar, in denendieFlächen� , �� -9*	� Þ�E�M � (Äquipotentialfl̈ache)
alsHöhenlinienerscheinen.DerAbstandderLinien enstprichtdabeigleichenWertunterschiedender
Konstanten.
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Beispiel:Die LagrangeFunktiondesGalileoExperimentskannmanalszweidimensionalesSkalar-
feld 
 , É <pÊ -F* Ê i $ É darstellen.
Ein VektorfeldordnetjedemPunktim RaumeinevektorwertigeFunktion �� * �� , �� - zu.
Beispiel:DasGravitationsfeldeinesMasssenpunktesist gegebendurch�� , �� -9* � ��
 �����r�����.��������� � .
Graphischlassensich Vektorfelderdurch2-dimensionaleSchnittedarstellen,in denendie Flächen
konstanterFeldsẗarke ! �� , �� ! *�� Þ�E�M � 4 als Höhenlinienerscheinen,an denenmandasFeld lokal
durcheinenVektorpfeil charakterisiert.Vektorfelderkannman auchmittels Feldliniendarstellen,
wobeidasFeldtangentialzur Feldlinieverläuft.Die DichtederFeldlinienist dannein Massfür die
Sẗarke desFeldes. Für SkalarfelderkannmandenBegriff derpartiellenAbleitungeinführen:

Abbildung1.9:GraphischeDarstellungeinesSkalarfeldes
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Abbildung1.10:GraphischeDarstellungvon
� ��� ��� �¸� � ä å �� �� É 4*²¾RoR¿À � Â2Ã � , É & ½ É <ËÊr<ËÌ -½ É

(und ähnlichfür Êr<ËÌ ). Damit lässtsich die räumlicheÄnderungder Skalarfelderbeschreiben.Wir
betrachtenzwei Punkte ���v und �� i , diedurcheinekleineStrecke |¦�� voneinandergetrenntsind.
Die Änderung|�� * � , �� i - $�� , ���v - ist gegebendurchdie folgendeSumme:|�� * � �� É | É & � �� Ê | Ê2& � �� Ì | Ì* , � �� É < � �� Ê < � �� Ì - : , | É < | ÊW< | Ì -4* � ��:=|¦��
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Abbildung1.11:GraphischeDarstellungeinesVektorfeldes

Abbildung1.12:KonstruktionzurBerechnungvon !#" (links) undgraphischeDeu-
tungdesGradienten(rechts)

wobei � � derGradientvon � und |�� dastotaleDifferentialdesFeldes� sind.Der Gradientlässt
sichdeuten,indemman |¦�� in die Richtungwählt, so dass|�� * 7 in dieserRichtungist. Aus der
Gleichung � �2: |¶�� Ã * 7 folgt, dass � � senkrechtauf |¶�� Ã steht.Anderseitsdefiniert |�� * 7 Flächen� *$� Þ�E�M � 4 , sodass � � senkrechtaufdenÄquipotentialfl̈achensteht.SeinBetragist einMassfür
dieSẗarkederÄnderungvon � , wennmansenkrechtzudenÄquipotentialfl̈achenfortschreitet.
Für ein VektorfeldkannmandenBegriff desLinienintegralseinführen(in der Physiksprichtman
von ”Arbeit” % oder & ). Die Arbeit, die wir aufbringenmüssen,um einenGegenstandvon Punkt¼ v zuPunkt

¼ i entlangdesWegs ' zubewegen,ist definiertalsWegintegral derKraft& * Ö ( �) :3|%��
mit |	�� * , | É < | Êr< | Ì - . Das Inkrement |¦�� ist ein Vektor, die Arbeit hingegen ist aufgrunddes
SkalarprodukteseinSkalar.' ist hierbeidie Bezeichnungfür die Raumkurve �� , � - zwischendemAnfangspunkt

¼ v * �� , � v -

Abbildung1.13:Zur DefinitionderArbeit einerKraft
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unddemEndpunkt
¼ i * �� , � i - . Wir gebennuneineMöglichkeit an,dasLinienintegral explizit zu

berechnen.Dazuzerlegenwir dasVektorfeld �) in seinekartesischenKomponentenundsetzendies
in dasIntegralein: * �) :D|	�� * * , ) �^< ) ��< ) � - :D|¦�� . Die kartesischenKomponenten

) } sindnocheine
FunktiondesOrtes,d.h.

) } * ) } , É <�Êr<pÌ - mit É * É , � - , Ê * Ê , � - und Ì * Ì , � - . Für dasIntegral
ben̈otigen wir die KomponentendesVektorfeldes �) entlangder Raumkurve in Abhängigkeit des
Parameters� . Wir erhaltendies,indemwir die entsprechendenKomponentenderRaumkurve �� , � -
in
) �^< ) � und

) � einsetzen.Für |¦�� schreibenwir |¦�� * � ��� Á :
|�� . Für dasArbeitsintegral ergibt sich
durchEinsetzenÖ( �) :=|	�� * Ö( + , ) � , É , � - <�Ê , � - <�Ì , � -p- < ) � , É , � - <QÊ , � - <^Ì , � -p- < ) � , É , � - <�Ê , � - <^Ì , � -p-p- : |¦��|��-, |��* Ö Á/.Á/021 ) � , � - | É|�� & ) � , � - | Ê|�� & ) � , � - | Ì|��43 |�� 4
Damit übersetzenwir dasLinienintegral in dieSummegewöhnlichereindimensionalerIntegrale.

Beispiel. DasVektorfeld �) und die Raumkurve �� , � - seiengegebendurch �) * , 7 < 7 < $1�65 -
und

,/7 Ã � < 7 <�Ì Ã $ B f b�5�� i - . Die vonderKraft geleisteteArbeit zwischendenZeiten � v < � i istÁ �ÖÁ�× �) :3|¦�� * Á �ÖÁ�× Í 7 < 7 < $1�85 Ï Í 7 Ã < 7 < $95�� Ï |��* Bb �65 i , � ii $Æ� i v -* �85¸: Ì�v $Æ�85¸: Ì i
Falls �) * $ � � , heisstdasVektorfeldkonservativ. Für solcheFelder, welcheKraftfeldersind,gilt�) :�|¦�� * |�� Somitist * �) :Ð|	�� * � , ¼ v - $�� , ¼ i - : Wegintegraleüberkonservative Felderzwischen

denPunkten
¼ v und

¼ i sindunabḧangigvom explizit gewähltenWeg, undsindnur vom Wert des

skalarenFeldesamAnfangspunkt
¼ v undamEndpunkt

¼ i abḧangig.

NachdemHamilton Prinzip verläuft die BewegungeinesmechanischenSy-
stemsvoneinemgegebenenAnfangspunktzur Zeit 
 ã zueinemgegebenenmEnd-
punktzur Zeit 
 æ derart,dassdieWirkung: � ��9��
=� � è��9��

���<;� Ö î vî Ã � Ù ��9��
=� � è��9��

� Û ! 

minimal ist (Prinzip der kleinstenWirkung).

: � �� � è��=� ist ein Funktional, dasallen
möglichenBahnen

� ��9��

� �	è��	��

��� einereelleZahl zuordnet– denWert desIntegrals.
Eine Möglichkeit, diesesPrinzip zu benutzen,um die physikalischeBahnzu fin-
den,ist die Auswahl vieler Bahnen,unterwelchen

:
minimalisiertwird. In die-

semSinneist dasHamiltonPrinzipein Variationsprinzip,d.h.manversuchtdurch
variierender Bahn jene zu finden,die

:
minimiert. Es ist heutzutagenicht un-

gewöhnlich, dassviele Problemeder Naturwissenschaft(inklusive der Biologie)
alsVariationsprinzipformuliert werden.Damit wird dasProblemderSuchenach
dem Minimum einesgeeignetenFunktionalsreduziert– ein idealesTerrain für
die heutigenSupercomputer. Oft wird die Suchenachder Lösungfolgendermas-
sengestaltet:manerzeugteineScharvon Funktionen,die ausirgendeinemGrund
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”physikalisch”seinkönnten.DieseFunktionenwerdengeeignetparametrisiertund
eswerdensolcheParametergesucht,die

:
minimalisieren.Die soermittelteFunk-

tion ist danneineMöglichkeit für die korrekteLösung,wobei ein Funktionaloft
viele Minima besitzt,so dassdie Suchenachdem absolutenMinimum weitere
Optimierungsschritteerfordert.

Wir wollendiesenmöglichenLösungsweg amGalileo-Experimentillustrieren.
Wir beginnenmit derVermutung(um ein Variationsproblemvern̈unftig zu lösen,
mussmaneine”Vermutung”überdie möglicheBahnhaben),dassâ �Ë� � 

�?� âQã(å�.
3ä ist. � ist hierdersogenannteVariationsparameter, dersogewähltwerdenmuss,
damit

:
minimal wird. Damit ist� � â ��

� � èâ ��

�=�¸�ø÷%� å8> �.

� ä? @�A BC � }"w å ïn� âQãêå ��
 ä �? @�A BC ©�D Á �FEW÷+� ä 
 ä å ï âQãHG ï+��
 ä � � �Ë� � 
=�

Die Bahn wird variiert, aberdie Randpunktesollen fest sein.Wir setzenâ ��
6�ÿ.��� â ã und â ��
L�º
 ã �{� ÿ ein. Die Wirkung berechneẗuber die möglichen
Bahnenâ �Ë� � 

� zwischendiesenfestenRandpunktenist: �Ë�¦� � Ö î Ãã � �Ë� � 

� ! 
¶�� ÷IEr� ä þü 
�Jã å ï âQã 
 ãKG ï6� 
 JãüML Ã�NPO î iÃ�� ÷IEr� ä þü 
 Jã å ï � > ü 
 Jã� ì-Q bestimmenwir alsLösungderGleichung RTSVU OXWR O � ÿ , d.h. � ì-Q �ZY[�\ . Der Ver-

gleichdiesestheoretischenResultatsmit demexperimentellenResultat� ì-Q � æä �
erlaubt,dasVerḧaltnisdesbisjetztunbekanntenParameters÷ und ï zubestimmen:Y\ � >^� . Mit Hilfe diesesPrinzipshabenwir eineeindeutigeVoraussageerlangt,
diemit demExperimemtverifiziertwerdenkann:legenwir ÷ fest,dannist auch ï
festgelegt. Mit derWahl ÷ � þ�] >�� , müssenwir ï zu �e� umwandeln,damitdas
HamiltonPrinzip mit demExperimentkonsistentist. Damit kennenwir auchdie
genaueFormderLagrangeFunktionfür dasGalileoExperiment.

Wir hättenandersargumentierenkönnen.Angenommendie Koeffizienten ï
und ÷ seienbekannt,dannbesagtunserVariationsprinzip,dass � ì-Q von � un-
abḧangigist. Wir habendamiteineVoraussageproduziert,die manexperimentell
testenkann.Ist derTesterfolgreich,sofreuenwir uns,dassauseinemsoabstrak-
tenPrinzipdirekt einesolchkonkrete(undgewissermassen̈uberraschende)expe-
rimentelleTatsachefolgt.

Ein zweitermöglicherWeg zur LösungdesVariationsprinzipsvon Hamilton
führt zu denBewegungsgleichungen. Zum StudiumdiseseszweitenWegswollen
wir zun̈achstVariationsproblemeim Allgemeinendiskutieren.

Gegebenseidie integrierbareFunktion) * ) , Ê , É - <�Ê-^ , É -p-Ò4
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Wir sucheneineFunktion Ê * Ê , É - , sodaßdasFunktional_ * Ö � �� × ) , Ê , É - <ËÊ-^ , É -p- | É
einenExtremalwertannimmt.Angenommen,Ê , É - seiebendieseFunktion,die

_
zueinemMinimum

macht.Dannwächst
_

wenn Ê , É - durcheineFunktionderForm Ê , É - & � Ê , É - ersetztist.
� Ê , É - ist

einebeliebigedifferenzierbareFunktion,dieandenEndpunktenverschwindet.� Ê , É v -9*e� Ê , É i -F* 7
undheisstVariation derFunktion Ê , É - . Die Änderungvon

_
beimEinsetzenvon Ê , É - & � Ê , É - ist

Abbildung1.14:Die Variationvon � ���N�
dieVariation desFunktionals

_ Í Ê , É -ÐÏ :� _ * _ Í Ê , É - & � Ê , É -ÐÏ $ _ Í Ê , É -ÐÏ* � �Ö� × | É6` ) , É <pÊ , É - & � Ê , É - <ËÊ-^ , É - & � Ê�^ , É -p-�a $ ) `ÐÉ <pÊ , É - <�Ê-^ , É -�a
Die EntwicklungdieserDifferenznachPotenzenvon

� Ê und
� Ê ^ im Integrandenbeginntmit Gliedern

ersterOrdnung.Die notwendigeBedingung,dass
_

extremalist, ist dasVerschwindendieserGlieder.
NachAusführungderTaylorEntwicklungerhaltenwir� _ * Ö � �� × ± � )� Ê : � Ê)& � )� Ê ^ : � Ê-^ ³ | É

Wennmanber̈ucksichtigt,dass
� Ê ^ * �� � � Ê ist, dannlässtsich der zweite Integrandpartiell

integrieren: Ö � �� × | É � )� Ê ^ : || É � Ê * + � )� Ê ^ � Ê , � �� × $ Ö � �� × | É ± || É � )� Ê ^ ³ � Ê
DadieEndpunktefestseinsollen,verschwindetderausintegrierteTerm,unddieExtremalbedingung
lautet Ö � �� × ± � )� Ê $ || É � )� Ê ^ ³ � Ê | É * 7 4
Da
� Ê , É - einebeliebigeFunktionseinkann,ist dieseGleichungallgemeinnurdannerfüllt, wenn|| É � ) , Ê , É - <�Ê ^ , É -p-� Ê ^ $ � ) , Ê , É - <ËÊ ^ , É -p-� Ê * 7
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ist. DieseBeziehungheißt Euler-Lagrange-Gleichung. Sie stellt eine notwendigeBedingungfür
einenExtremwertdesIntegrals

_
dar.

Wir kehrenzurückzumHamiltonPrinzip.Hierbeiwird dieZeit alsKoordinate
nichtvariiert.DasSystemdurchl̈auft einenBahnpunktunddendazugeḧorigenva-
riiertenBahnpunktzurgleichenZeit. Esgilt also b 
¶�Cÿ . Ausgehendvom Integralb4c � b Ö î iî v � � ��9��

� � è��	��

� � 

� ! 
%�Cÿ �
führenwir die Variationdurch.Die Variation einerBahnkurve ��9��

� beschreiben
wir durch ��	��
=�ed �� Gfb ��9��

� , wobei b»�� an den Endpunktenverschwindensoll:b ��9��
 æ �2� b ��F��
 ä �¸�Cÿ . Dadie Zeit nicht variiert wird, folgt

b Ö î iî v � ! 
 � Ö î iî v b � ! 
� Ö î iî v · x ófg �g ó b�h ó G x óig �g èh ó b èh ó ¹ ! 
 ;
wobei h ó ��
=� die j -teKoordinatedarstellt.Wegen RR î b4h ó � b èh ó ��

� , liefert diepartielle
IntegrationdeszweitenSummandenÖ î iî v g �g èh ó b èh ó ! 
 � Ö î iî v g �g èh ó !! 
 b4h ó ! 
� + g �g èh ó b�h ó ,

î iî v å Ö î iî v ± !! 
 g �g èh ó ³ b4h ó ! 
 ;
Da b4h ó andenEndpunkten(Integralgrenzen)verschwindet,erhaltenwir für die

VariationdesIntegralsb4c � Ö î iî vlk x ó ± g �g h ó å !! 
 g �g èh ó ³ b�h ónm ! 
¸�Cÿ ;
DasIntegral verschwindetnur dann,wennderKoeffizient einesjeden b4h ó ver-

schwindet.Darausfolgendie Lagrange-GleichungenderMechanik:!! 
 g �g èh ó å g �g h ó �ðÿj � þ �T>X� ü . DassinddieBewegungsgleichungen. SiesindeineFolgedesVariations-
prinzips,so wie alle Gleichungender PhysikeineFolge einesVariationsprinzips
sind (oder sein sollten). Für einenMassenpunkt

�
mit der LagrangeFunktion�8� ��	��
=� � è��F��

���»� þ�] >�� è�� ä åpo � ��r� , bekommenwir� érq ��Æ� å �s o � ��.�
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Diesewurden,in dieserForm, von Newton gefunden.Deswegenheissendie La-
grangeGleichungeneinesMassenpunktesin kartesischenKoordinatenauchNew-
ton Gleichungen.WichtigeFragenderPhysikwurdendurchdie explizite Lösung
dieserGleichungenbeantwortet. Die BG sind Differentialgleichungen(DG). Sie
lassensicheindeutiglösen,wenndieAnfangsbedingungen bekanntsind.DieStruk-
turdieserDifferentialgleichungen suggeriert,dasszweiAngabenalsAnfangsbedingungen
notwendigund hinreichendsind: Ort und Geschwindigkeit zu einer bestimmen
Zeit.

Die Termein denNewton GleichungenhabenfolgendeBedeutung:Die zwei-
te zeitliche Ableitung von �� ist die Beschleunigungvon

�
, und beschreibtdie

Änderungder Geschwindigkeit. Die negative Ableitung der potentiellenEnergie
ist die Kraft, die für die Änderungder Geschwindigkeit verantwortlich ist. Die
Beschleunigungwird in denEinheiten� ] ����� ä gemessen,die Kraft misstmanin��� é � ] ����� ä �ut �wv 
�x=y �zt�� . Die Energie ist deshalbt é � �|{Ix4}�~ � ��{+� . Am
Beispielvon Galileonehmendie BG einebesonderseinfacheForman.Die poten-
tielle Energie, die der Ursprungder Kraft ist, ist bekannterweise�e��â . Die Kraft
ist �Ëÿ � ÿ ��� L � åê�e� � . Die Bewegungsgleichungenlauten� q�e� � q� �CÿV� � qâ � åê�e�
undderenLösung,mit �)��
2�ðÿ.�¸� � ��
¸�ðÿ.�¸�Cÿ �
â ��
¶�Cÿ.�¸� â ã :�Ëÿ � ÿ �
â^ãså þ> � 
 ä �
1.3 Einige wichtige Kr äfte der Natur

Die entscheidendeGrössederMechanikist diepotentielleEnergie.Man fragtsich
nun,wie die potentielleEnergie beschaffen ist, die in einembestimmtenSystem
von Massenpunktensteckt,(Massen,aberauchElektronen,Atome,Moleküle und
Festk̈orper!). DieseFragemussvon Fall zu Fall beantwortet werden,und viele
Fälle(diepotentielleEnergiezwischenQuarks,zumBeispiel)sindweit davonent-
fernt,gel̈ostzu sein.

Die bis jetzt benutzteVorstellungüber die potentielleEnergie, die ausdem
Galileo-Experimenthervorgeht, musserweitertwerden.Wir hattennämlich nur
mit einem

�
zu tun.Dasist einenochzu begründendeVereinfachung,dennin der

Tat sind alle nicht trivialen Problemeder Physik– seienesdie Planetenum die
Sonne,seiesdiechemischeBindungin MolekülenundFestk̈orpern– dadurchge-
kenngezeichnet,dassmehrereMassenpunktebeteiligtsind.Die potentielleEnergie
beschreibtdie WechselwirkungzwischendenMassenpunkten.DieseneueDefini-
tion sprengtnaẗurlich unsereDefinitionderpotentiellenEnergiealsdieGrösse,die
in kinetischeEnergie umgewandeltwird. Mit dieserDefinition könnenwir jetzt
allgemeinervorgehen.

Für die Bestimmungvon ë ì�íhî gibt esleider kein allgemeinesPrinzip.So hat
zum BeispielNewton dasGravitationsgesetz, dasdie Wechselwirkungzwischen
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zwei Massenbeschreibt,ausder AnalysezahlreicherBeobachtungender Mond-
und Planetenbewegungen(von Tycho Bracheund Kepler durchgef̈uhrt) erraten.
SeitNewtonwissenwir, dass�� æ�� ä � å�� � æ � ä���� ä å �� æ � ä �� ä å �� æ�^�� ä å �� æ � ��� ��� ; �r�4E ýçþ�ÿ æ=æ t � ä��� ä
ist, wobei � die Gravitationskonstanteist.

Die Grösse� kannmandenastronomischenBeobachtungennicht entnehmen,
solangemandieMassenichtgenaukennt.DasGravitationsgesetzlässtsichjedoch
mit MassenderGrössenordnung��� im Laboratoriumprüfen,undauf dieseWeise
bestimmen.Das Experimentzur Bestimmungvon � wurde erstmalsvon Henry
Cavendishim Jahre1798durchgef̈uhrt, mit einerDrehwaage.

AusderDefinitionderKraft lässtsichdie potentielleEnergie angeben:�� � å �s ë ì�íhî�� ë ì�íhî � å�� � æ � ä� G � x=y � 
 ; �
wobei: �Æ� denAbstandzwischen� æ und � ä darstellt.

Die Konstantewird üblicherweisemit ÿ bezeichnet,da sie für die Bewegung
unwesentlichist (lediglich die AbleitungderpotentiellenEnergie ist wichtig, aber
beimAbleitenverschwindendieKonstanten).DieseWahlderKonstanteentspricht
einerpotentiellenEnergie,die im Unendlichenverschwindet.

WashatdieserAusdruckderpotentiellenEnergiemit derunsbekanntenFormel � ©�D Á * �e:�5>: Ì
zu tun?Um dieseVerbindungherzustellen,betrachtenwir einekleine Masse� in der Näheeiner
riesigenKugelmit demRadius� undderriesigenMasse� . DiesesGebildesoll einenMassenpunkt
in derNähederErdedarstellen.Wir simulierendiesesSystem,indemwir die Erdeauf einenPunkt
schrumpfenlassen,und � aufdenAbstand� &�Ì legen, Ì `2` � . Dannist diepotentielleEnergie� ©�D Á * $9� � �� & Ì & � Þ�E�M � 4�* $9� �6�� , B & �� - & � Þ�E�M � 4

nachTaylorentwicklung:� $9� ���� , B $ Ì� & 7 , Ì i� i -p- & � Þ�E�M � 4* $9� � �� & � Þ�E�M � 4 & � �� i � Ì * � Í �6�� i Ï Ì0& � Þ�E�M � 4 ^
Bis auf eineKonstanteist diesesResultatgleich demunsbekanntenAusdruck,wobei wir hiermit

aucheinenexperimentellprüfbarenAusdruckfür die Konstante5 erzielt haben.. Eine zweite
wichtigeKraft ist die Coulombkraft, die Atome,Moleküle undFestk̈orperzusam-
menḧalt. Sie beschreibtdie Wechselwirkungzwischenzwei Ladungen� æ und � ä
nachdemGesetz ��� í����"í���� � þEr�9� ã � æ � ä���� ä å �� æ � ä �� ä å �� æ�^�� ä å �� æ �þEr�9� ã ����ýçþ�ÿ�� y � ä� � � � � �N� � �
Die OrientierungderKraft (abstossendoderanziehend)hängtvon derLadungder
Teilchenab:TeilchengleicherLadung(z.B. zwei Elektronen)stossensichab,bei
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verschiedenerLadung(z.B. Protonund Elektron)ziehensie sich an.DieseKraft
wurde erst sp̈ater entdeckt(historisch),ist aber für uns noch relevanter als die
Gravitation. Die Vielfalt, die durchdieseKraft in die Natureingef̈uhrt wird, wer-
denwir in der Vorlesung”Physik II” gründlich diskutieren.Glücklicherweiseist
die Ortsabḧangigkeit der beidenKräfte genaudie gleiche.Vom Standpunktder
Bewegungsgleichungenauskönnenwir ausdemStudiumderHimmelsmechanik
sehrnützlicheInformationen(sogar übertragbare Resultate) für dasVersẗandnis
desAufbausvon Atomen,MolekülenundFestk̈orperngewinnen.�
Bemerkungen.

1. Wir betrachteny Massenpunkte,dieuntereinandermit derpotentiellenEner-
gie o � �� æ � ;w;w; �n�� ô � wechselwirken.Die LagrangeFunktionlautet� � �� æ ��� ;w;w; �� ô � è�� æ � ;w;w; è�� ô �2� x ó þ> � ó è�� ó ä å o � �� æ � ;w;w; �?�� ô �
Die BG lauten RR î¢¡-£¡H¤¥¦ } å ¡-£¡ ¥¦ } �Cÿ , j � þ � ;w;w; y .

2. Wenn man für die Beschreibung der Bewegung nicht kartesische� ó , son-
dernverallgemeinerteKoordinaten� ó �l§ ó � h æ ��h ä ��h J � und è� ó � Ç©¨ ¡�ª }¡-« y èh ¨benutzt,somussmandieseTransformationenin dieLagrangeFunktionein-
setzen,um dieLagrangein denKoordinatenh ó zubekommen.Damitnimmt
die LagrangeFunktion die Form

� � æä Ç ó�¬ ¨ � ó ¨ � h � èh ó èh ¨ åfo � h æ � ;w;w; ��h J �
an,d.h.diekinetischeEnergie kannvon denOrtskoordinatenabḧangen.Die
Form der LagrangeGleichungenbleibt allerdingsinvariant.Darin besteht
einerderVorteiledesLagrangeFormalismus.

3. Bei Problemenin derMechanikkannesvorkommen,dasseinigeKoordina-
tendurchNebenbedingungeneingeschr̈ankt sind.DieseNebenbedingungen
sind durchGleichungenzwischendenKoordinatendargestellt.Damit wird
die Zahl derFreiheitsgradevon ü=y zu § ù ü=y beschr̈ankt.DurchEinsetzen
dieserNebengleichungenin derLagrangeFunktionkannespassieren,dass
nur die § Koordinaten,die den tats̈achlichenFreiheitsgradenentsprechen,
vorkommen.Dannreichendie formuliertenBG dieserKoordinatenfür die
kompletteBeschreibung vollkommenaus,wobei die anderen”leicht” aus
demProblemeliminiertwurden.



Kapitel 2

Anwendungender BG

2.1 EindimensionaleProbleme

Die BewegungeinesMassenpunktesmit einemFreiheitsgradheissteindimensio-
nale Bewegung.Die LagrangeFunktion einer solchenBewegung ist

� ��� � è�1� �æä � è�>ä å­o ���»� , die dazugeḧorige BG ist � q�a� å RX®R�¯ . DieseGleichunglässtsich
folgendermassenintegrieren: è� é � q� � è� é�� å !°o! � �! � æä � è� ä �! 
 � å !±o! 
! � æä � è� ä GMo ���N���! 
 � ÿþ> � è� ä GMo ���N� ;� ë

Die sogewonneneIntegrationskonstante ë ist ein Integral derBewegung,da
siemit derZeit unver̈andertbleibt. DieseKonstanteheissttotaleEnergie der Be-
wegung. Siekanndazubenutztwerden,umdie Bewegungenzuklassifizieren.Die
resultierendeDG ersterOrdnunglässtsichdurchTrennungderVer̈anderlichenin-
tegrieren: þ> � è� ä GMo ���N�º� ë! �! 
 � ² >� � ë å o ���»���
 � ² � > Ö ! �� ë å o ���»� Gp� x4y � 
 ;

EtwasAllgemeineslernenwir ausdieserLösung:einereelle(undsomitphy-
sikalische)Lösungexistiert nur im Gebiet,wo ë|³´o ���»� ist. DieseGebietekann

21



22 KAPITEL 2. ANWENDUNGEN DER BG

Abbildung2.1:GraphischeDarstellungvon o ���N�
man direkt ablesen,wenn man die potentielleEnergie graphischdarstellt.Die
Punkte,bei denenë � o ���»� ist, sind Umkehrpunkteder Bahn,da in ihnendie
Geschwindigkeit ÿ wird, undsichsomitdasVorzeichen̈andernkann.Man unter-
scheidetzwischenendlichenBahnen,diein einemendlichenRaumgebietverlaufen
können,und unendlichenBahnen,wenndie Masseins Unendlichelaufenkann.
Die eindimensionalenendlichenBahnensind Schwingungen:die Massebewegt
sich zwischenden Umkehrpunkten� æ � ë � und � ä � ë � periodisch,d.h. sie kehrt
nacheinergewissenZeit wiederzurück an einenbestimmtenPunkt.Die Periode
derSchwingungist durchdenAusdruckµ � ë �¸� > é ² � > Ö ¯ i U C W¯ v U C W ! �� ë å o ���N�
gegeben.Beispiel.NachunsererVorstellungder chemischenBindung,die zu ei-

Abbildung2.2:verlaufderpotentiellenEnergie bei derchemischeBindung

nemMolekül führt, hat die potentielleEnergie zwischenzwei Atomenfolgende
Abhängigkeit vom Abstand � zwischenden Atomen,sieheAbb.2.2. Aber auch
zwischenzweiAtomenin einemFestk̈orperherrschteinPotential,daseinenähnlichen
Verlaufhat.DieserVerlaufführt zurchemischenBindungbeimGleichgewichtsab-
stand� ã , bei demU(x) ein Minimum hat.Dabeiist die Bindungsenergie �¶o ��� ã � � .
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Warumbei � ã die zwei Atome”gebunden”sind,kannmanleicht erklären:sollte
ein Atom versuchen,die Gleichgewichtslagezu verlassen,sp̈urt eseinerücktrei-
bendeKraft å RX®R�¯ , dieeswiederzu � ã führt.Wenn ë � o ��� ã � ist, ist dasMolekül
im Grundzustand.Angeregte Zusẗande,bei denenë knappoberhalbdesGrund-
zustandswertesliegt, sind,wie wir gesagthaben,Schwingungen.Wir wollen jetzt
diePeriodesolcherSchwingungenabscḧatzen.In derNäheeinesMinimums,lässt
sich o ���»� folgenderweiseapproximieren:o ���»�K· o ��� ã � G ��� å � ã �)é o8¸ ��� ã � G ��� å � ã � ä>#¹ o�¸ ¸ ��� ã �
Da o ���N� bei � ã ein Minimum besitzt,ist o ¸ ��� ã �(��ÿ . Daserstenicht verschwin-
dendeGlied ist dasproportionalzu ��� å � ã �hä . Damit isto ���»�¸� o ��� ã � G ��� å � ã � ä o ¸ ¸ ��� ã �>
DieseNäherung,die nur für kleine Schwingungengilt, heisstharmonische Ap-
proximation.In dieserNäherungfolgt � ó � ë � ausder Gleichung o ��� ã � G ��� ó å� ã � ä ® ^ ^ U�¯ Ã�Wä � ë , d.h. � ó � ë �¶�F� ã¢º ² ä U C¼» ®�U�¯ Ã�W½W® ^ ^ U�¯ Ã W . Eingesetztin denAusdruckfürµ � ë � ergibt diesµ � ë � � > é ² � > Ö ¯ i U C W¯ v U C W ! �¾ ë åpo ��� ã � å ��� å � ã � ä ® ^ ^ U�¯ Ã�Wä� > ér¿ �o ¸ ¸ ��� ã � Ö ¾ i 
¶À±ÁÃÂÃ
 � Ã �Ä�Â ^ ^ 
 � Ã �¾ Á i 
ÅÀ±Á#ÂÆ
 � Ã ���Â ^ ^ 
 � Ã � !Æ�� > � ë å o ��� ã ��] o ¸ ¸ åÇ� ä� > é ¿ �o ¸ ¸ ��� ã � é � ��� ����j y¶�3þQ� å �.� ���-j y¶� å þQ���� > � ¿ �o ¸ ¸ ��� ã �

DasBemerkenswerteandiesemResultatist, dass
µ

von ë unab̈angigist. Dies
ist abernur in der harmonischenNäherunggültig. Für die Schwingungdefiniert
maneineSchwingungsfrequenzals È ;� ä�ÉÊ . In der harmonischenNäherungistÈ � ¾ ® ^ ^� . Die Frequenzist dasfundamentaleCharakteristikumvon Schwingun-
gen;sie hängtnicht von denAnfangsbedingungender Bewegungab,sondernist
vollständigdurchdiemechanischeEigenschaftdesSystemsbestimmt.Im Wesent-
lichengibt sie Auskunft überdie Krümmung(zweiteAbleitung!)der potentiellen
Energie in der Näheder Ruhelage. DiesesResultatist von entscheidenderBedeu-
tungfür die Spektroskopievon MolekülenundFestk̈orpern:durchdiespektrosko-
pischeBestimmungderSchwingungsfrequenzlässtsichetwasüberdiepotentielle
Energie derMoleküle aussagen!!
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In derharmonischenNäherung,lässtsichdieLösungderBG in einergeschlos-
senenalgebraischenFormschreiben:È 
º� Ö !r�� > � ë åpo ��� ã �=��] o ¸ ¸ åË� ä Gp� x4y � 
� ��� ����j y � �� > � ë åpo ��� ã �=��] o ¸ ¸ � GÌ� x=y � 
 ;
oder �)��
=�¸�Í� ãHG ¾ > � ë åÌo ��� ã �=��] o ¸ ¸ é �-j y¶� È 
 åÏÎ �
DerKoeffizient

� > � ë åÌo ��� ã �=��] o ¸ ¸ ;��Ð ist diemaximaleAmplitudederSchwin-
gung um den Gleichgewichtsabstand,Î ist die Anfangsphaseder Schwingung.
Zwischen ë und Ð ist die Beziehung � ëÒåÑo ��� ã �=� � æä �	È äÒÐ_ä . Die Energie-
konstanzbedeutet,dassbeim Durchgangdurchdie Gleichgewichtslagedie totale
Energiezunahmeë å o ��� ã � alsreinekinetischeEnergie im Systemsteckt.In den
Umkehrpunktenbestehtnur potentielleEnergie. KinetischeundpotentielleEner-
giengehendauerndineinander̈uber, wobeidieSummekonstantbleibt.

Abbildung2.3:Kin. undpot.Energie bei derharmonischenSchwingung

2.2 DasZweikörper-Problem

DasProblemvon zwei Massenpunkten� æ , � ä , die mit einerpotentiellenEnergie
der Form o � ���� æ å �� ä � wechselwirken, ist von zentralerBedeutungin derPhysik.
Vielleicht ist es deswegen wichtig, weil man es exakt lösenkann,ganzim Ge-
gensatzzumMehrkörperproblem.ExaktlösbareProblemederPhysiksinddeshalb
sehrwichtig, weil sie”vern̈unftige” Ansätzefür die LösungkomplizierterProble-
meliefern,diephysikalischrelevantersind,abernichtexakt lösbarsind.Deswegen
wollenwir diesesProblemausf̈uhrlich behandeln.

Wir beginnenmit derLagrangeFunktion,diediesemProblemangemessenist,
nämlich � � �� ó � è�� ó �¸� � æ> è�� ä æ G � ä> è�� ää åÌo � ���� æ å �� ä � �
Die ausdieserLagrangeFunktionresultierendenBG zeigeneinkompliziertesVer-
halten:die BG für �� æ und �� ä bildenein gekoppeltesnicht linearesDifferentialglei-
chungssystem,dasmathematischsehrschwierigzu lösenist. Wir versuchendurch
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die lineareKombinationder Vektoren �� æ und �� ä die BG zu entkoppeln.Eine ge-
eigneteLinearkombinationist �� ä å��� æ ;� �� . Damit ist die potentielleEnergie ein
skalaresFeldeineseinzelnenVektors. DieseVereinfachungist möglich, weil die
potentielleEnergie nur von �� ä å �� æ abḧangt.DurchdieseLinearkombinationent-
stehtaberin derkinetischenEnergie ein gemischterTermderForm è�� æ é è�� . Diesen
gemischtenTermwollenwir durchdie EinführungeinerweiterenLinearkombina-
tion eliminieren.Wir führendeshalbfolgendeTransformationin

�
ein:· þ å þ� æ � ä ¹ é · �� æ�� ä ¹ ;� · �� �Ó ¹

Mit derWahl � ó � � }� v�Ô � i erreichenwir die transformierteLagrangeFunktion� � �� � �Ó � è�� � è�Ó � � þ> � � æ Ga� ä � è�Ó äG þ> � � æ � ä� æ Ga� ä � è�� ä åpo � ���� � �
Der Ortsvektor �Ó bezeichnetdenSchwerpunkt (oderMassenmittelpunkt)der

Massen� æ , � ä . �� ist derOrtsvektorderRelativbewegung. DerFaktor � v � i� v Ô � i ;�Õ ist die reduzierteMasse. Die LagrangeGleichungenlauten� � æ G�� ä � q �Ó �CÿÕ q ��Æ� å �s o
In dentransformiertenKoordinaten,sinddie BG für �Ó und �� entkoppelt. Die BG
für �Ó hat die Lösung �Ó �×Ö ã 
 G Ó ã , d.h. der Schwerpunktbewegt sich auf ei-
nerGerademit konstanterGeschwindigkeit und beeinflusstdie Relativbewegung
nicht. Dies ist ein Beispielfür dasPrinzip,dasin der Physikals dasGalilei’sche
Relativiẗatsprinzipbekanntist: Die physikalischenBeobachtungeninnerhalbeines
Systemssindunabḧangigdavon, ob dasSystemruht odersichmit konstanterGe-
schwindigkeit bewegt. Beschreibtdie ErdeeineelliptischeBahnum die Sonne,so
tut siedas,egalobdieSonnefestamHimmelstehtodersichmonotonbewegt. Die
Relativbewegung ist zur dreidimensionalenBewegung einesEinteilchensystems
mit MasseÕ geworden,dasin einemKraftfeld å �s o eingebettetist.

Wir wollenjetztzeigen,dassdieRelativbewegungaufeinerEbeneerfolgt,d.h.,
dassessichum einezweidimensionaleBewegunghandelt.Wir betrachtendie BGÕØq ���� å �s o , undmultiplizierenvektoriell beideSeitenmit �� . Da o � o � �Ë�� � � ist,
ist �s o parallel zu �� : die rechteSeiteder BG wird ÿ . Dasist offensichtlicheine
Folgedavon, dassdie potentielleEnergie nur vom Betragvon �� abḧangtunddass
dasresultierendeKraftfeld zentralsymmetrisch ist. Die linke Seitelässtsich alsRwÙ ¥¦ ¯wÚ ¤¥¦�ÛR î schreiben.Darausergibt sichdie Gleichung! � ��Gý	Õ è��=�! 
 �Cÿ� ��Gý	Õ è��W�Ç;� �� � � x=y � 
 ;
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DieseGleichungbesagt,dassderVektor �� ein IntegralderBewegungist: derDre-
himpuls. �� zeigtwährendderganzenBewegungin einefesteRichtung.Da �� als
Vektorproduktvon �� und è�� konstruiertwurde,stehter senkrechtzu diesenbeiden
Vektoren.Die BahneinesTeilchensin einemzentralsymmetrischenKraftfeld liegt
alsovollständigin einerEbene,die auf �� senkrechtsteht.

Die für die Relativbewegung massgebendeLagrangeFunktion kann man in
Polarkoordinateninnerhalbder � � Ebeneschreiben:� ��� �XÜ �¶� Õ > � è� ä G � ä èÜ ä � åpo ���.�
Die dazugeḧorigenBG sind!! 
 � g �g èÜ � � g �g Ü � �� � qÜ � å6>�� è� èÜ!! 
 g �g è� � g �g � � �� q� � � � èÜ ä å !°o! �
EinenaiveAnwendungderNewton’schenGleichungenhättezuden(falschen)BG� q�{� åÝo ¸ ���.� und � qÜ �Ñÿ geführt. Der Übergangzu Polarkoordinatenfür die
Beschreibung derBahnhatzu zus̈atzlicheneffektiven Kräftengeführt (nebender
urspr̈nglichen,zentralgerichtetenKraft):Þ Die zus̈atzlicheradialgerichteteKraft heisstZentrifugalkraft. Siebeeinflusst

die radialeBewegung.Þ Die für die ÄnderungderDrehgeschwindigkeit verantworliche Kraft heisst
Coriolis-Kraft.

Wennmanwissenwill, wie sich AbstandundDrehwinkel ändern,mussmandie
Gravitationskraftsowie die Zentrifugal-undCoriolis-Kraft ber̈ucksichtigen.

Wir wollen jetztdieBG integrieren.� � qÜ � å6>�� è� èÜ lässtsichauchschreiben
als !! 
 � � � ä èÜ �¸�Cÿ
mit der Lösung � �Wä èÜ � � x=y � 
 ; � � �� � ;� �

. DieseLösunghat eineeineein-
fachegeometrischeDeutung.Der Ausdruck þ�] > � ä !VÜ stellt die FlächedesSek-
torsdar, dervon zwei unendlichdicht benachbartenRadiusvektorenunddemda-
zwischenliegendenBahnelementgebildetwird. Wir bezeichnendieseFlächemit! § und schreibendenDrehimpulsder Masseals >�� è§ . Die Ableitung von § - die
Flächengeschwindigkeit ist eineKonstante:In gleichenZeitintervallenüberstreicht
derOrtsvektordiegleicheFläche(Flächensatz,2. SatzvonKepler). EinsetzenvonèÜ � £� ¦ i in derradialenBG ergibt� q�Æ� � ä� � J åpo8¸ ���.�2� å ! � � ä�] >�� �Wä GMo ���.���! � ;� å !±oàß ª-ª! �
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d.h. die radialeBewegungentwickelt sich als würdesich die Masse� in einem
effektiven radialenKraftfeld befinden.DiesesKraftfeld bestehtausder Zentrifu-
galkraftundderGravitationskraftundlässtsichschreibenalsdieradialeAbleitung
einereffektivenpotentiellenEnergie,diesichausderSummederZentrigfugalener-
gie und der potentiellenEnergie der Gravitation zusammensetzt.Formell ist die
radialeBewegungzu einemeindimensionalenProblemreduziertworden.Daraus

Abbildung2.4: oàß ª-ª alsFunktionvon �
folgt þ> Õ è� ä G­o¼ß ª�ª ���.�2� � x4y � 
 ; � ë
d.h.die D.G. è�Æ� >Õ ¾ ë åpo¼ß ª�ª ���.�
Von besondererBedeutungsindsolcheWerte � , für welche ë � o¼ß ª-ª ���.� gilt. An
diesenPunktenist die radialeGeschwindigkeit genau0. Dasbedeutetnicht, dass
dieMasseÕ anḧalt, dadieDrehgeschwindigkeit, gegebendurch

� ]¦� � �WäQ� , endlich
bleibt.DiesePunktesindWendepunktederBahn,wo � aufḧort zuwachsenundbe-
ginntkleinerzuwerden.Mankann,je nachWert von ë , mindestenszwei Klassen
von Bahnenunterscheiden.Wenn ë � ë�á ist, dannexistiert nur eineLösungder
Gleichung.� á ist dannein minimalerRadius,dendie Bahnannehmenkann.Es
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Abbildung2.5:Zur definitionderWendepunkte

existiert kein maximalerRadius– die MassekommtausweiterEntfernung,kehrt
bei � á umundverschwindetwiederinsNichts:dieBewegungdesTeilchensist in-
finit. DiesenBahnenfolgenzumBeispieldieKometen.Ist ë � ëãâ dannexistiert

Abbildung2.6:MöglicheBahnenim Gravitationsfeld

ein minimaler ��� � óDô � und ein maximaler ��� � O ¯ � Radius:Die Bahn ist finit und
verläuft vollständig in einemringförmigenGebiet.Dasbedeutetabernicht, dass
die Bahngeschlossenist (geschlossenbedeutet,dassnachbestimmtenZeitendie
BahnimmerwiederandenselbenOrt zurückkehrt).In derTatwerdengeschlossene
Bahnendannundnur dannbeobachtet,wenn o ���.�¶��þ�]^� (KeplerProblem!)oder�Wä ist. Bei beliebigen� -AbhängigkeitensindgeschlosseneBahnenäusserstselten;
stattdessenhatmansog.Rosettenbahnen. Die Zentrifugalbarriere(

�´ä�ðÿ )sorgt im
Allgemeinendafür, dassdie Masseniemalszum Mittelpunkt desFeldesgelangt,
auchdannnicht,wenndasFeldanziehendist.

Man kannzeigen,dassdie geschlossenenBahnenbeimKeplerProblemEllip-
sensind.Diesstehtin Einklangmit denBeobachtungen(1. Satzvon Kepler).Die
SonnebefindetsichaufeinemFokusderEllipse.
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Abbildung2.7:Rosettenbahn

Die nichtgeschlossenenBahnen( ëi³ ÿ ) sindHyperbel.
Eine spezielleBahn liegt vor, wenn ë gleich dem Minimum der effektiven

potentiellenEnergie ist. Dannist � � óDô �«� � O ¯ � � ã . Die Bahnist in diesemSpe-
zialfall ein Kreis, è� � ÿ . Esgibt keineCorioli Kraft, sodassauch qÜ � ÿ ist. Die
Drehgeschwindigkeit ist danneineKonstante,nämlich

� ]¦� >�� � ã � . Da die Kreis-
bahneinemMinimum derradialenpotentiellenEnergieentspricht,summierensich
die radialenKräfteexaktaufNull.



30 KAPITEL 2. ANWENDUNGEN DER BG



Kapitel 3

Integrale der Bewegungund
Symmetrien

.
Bei der BewegungeinesmechanischenSystems̈andernsich die > § Grössenh æ � ;/;/; ��h ª unf èh æ � ;/;/;/; èh ª mit der Zeit 
 . Es gibt Funktionen§2� hX� èh � dieserGrössen,

die bei der Bewegungihren Wert erhaltenund nur von denAnfangsbedingungen
abḧangen.DieseGrössenheissenErhaltungsgr̈osseoderIntegralederBewegung.
Einige davon, die eineersteIntegrationderBG gelieferthaben,habenwir schon
getroffen: ë und �� . Wieviele IntegralederBewegunggibt es?EineeinfacheÜber-
legungführt zur Antwort. Man stellesich vor, dassesunsgelungenist, die BG
vollständigzu integrieren.Die produzierten> § Funktionenlautenh�å � h�å ��
 G 
 ã � � æ � ;/;/; � � ä ª » æ �èh å � èh å ��
 G 
 ãJ� � æ � ;/;/; � � ä ª » æ �
wobei wir eineder Integrationskonstanten in der Form einerzu 
 additiven Kon-
stantegewählt haben.AuflösendieserGleichungennach

�çæ
undEliminationder

Zeiterlaubt,dieseKonstanten- welchenurvondenAnfangsbedingungenabḧangen
- alsFuntkionvon hX� èh auszudr̈ucken.Bei derKonstruktionsinddiese> § å þ Fun-
tionendie Integrale der Bewegung.Unter diesenFunktionenbefindensich eini-
ge,die einebesondereBedeutunghaben.Dassind solcheErhaltungsgr̈ossen,die
ausallgemeinenSymmetriebetrachtungenhergeleitetwerdenkönnen.DieseEr-
haltungsgr̈ossenkönnenermitteltwerden,ohneirgendeinenSchrittzurLösungder
BG eingeleitetzu haben:sie hängenebennur von der ”Symmetrie” desSystems
abundtretenbei allenProblemenauf, die die gleichenSymmetrienhaben.Durch
Symmetriëuberlegungenkönnteesunsgelingen,eineteilweiseIntegrationderBG
zuerzielen,ohnedasswir viel Geschickbesitzen(Geschickwarnämlichim Spiel,
alswir die BW im Kap. 2 ”geschickt”mit einemFaktormultiplizierten,derdann
zurEnergieundDrehimpulserhaltunggeführthat!).DeswegenspielenSymmetrien
einesehrwichtigeRolle in dermodernenPhysik.Die Suchenacheinereinheitli-
chenBeschreibungderNaturbeginntundendetmit derFragenachderin derNatur

31
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zugrundeliegendenSymmetrien(von denHimmelsk̈orpernbis zu denQuarks).
Was meinenwir abermit dem Satz ”SymmetrieeinesSystems”?Und wie

führenSymmetrienzurExistenzvonErhaltungsgr̈ossen?Die Physikgibt aufdiese
FrageneineganzpräziseAntwort, die eigentlichziemlichuniversellist. Esmacht
deshalbSinn,die Fragejetzt in derMechanikzu behandeln.

3.1 Erhaltung der Energie

Wir beginnenmit dem Erhaltungssatz,der ausder Homogeniẗat der Zeit folgt.
Wir untersuchendasVerhaltenvon

�
unterder Zeitverschiebung 
èd 
 G�é für

ein abgeschlossenesSystem,wobei
�

nicht explizit von derZeit abḧangt.Dieses
Verhaltenist so zu verstehen:Die potentielleEnergie entḧalt den Abstandzwi-
schendenMassen,dersichmit derZeit ver̈andert.EineZeittranslationbewegt die
MassenentlangderBahnundführt deswegenzu einerÄnderungdesOrtsvektorsb4h ;� h ��
 Gêé � åëh ��

�¶� èh�é undderpotentiellenEnergie.DasGleicheerfährtdieki-
netischenEnergie,wobei b èh ;� èh ��
 Gêé � å èh ��
=�¸� qhìé ist. Solltensichbeispielsweise
auchdieMassenmit derZeit ändern,(etwadurchStreuungin denWeltraum),dann
würde

�
einenzus̈atzlichenTermbekommen,deraberin einemabgeschlossenen

Systemverbotenist. Die Variation b � ;� � ��
 GÍé � å � ��
=�û� R £R î é berechnetsich
wie folgt: ! �! 
 é � x ó � g �g h ó b4h ó G g �g èh ó b èh ó �� x ó � g �g h ó èh ó é éàG g �g èh ó qh ó é é �� é x ó � èh ó !! 
 g �g èh ó G g �g èh ó qh ó �
Wennwir fordern,dassb � �Cÿ , dannfolgt dieGleichung!! 
 � x ó èh ó g �g èh ó å � � �ðÿ
Hierausfolgt die Erhaltungsgr̈ossex ó èh ó g �g èh ó å � � ë
diebeiderBewegungeinesabgeschlossenenSystemserhaltenbleibt.DieseGrösse

heisstdieEnergieeinesSystems.In kartesischenKoordinatenist ë � þ�] > Ç ó � ó è�� ó ä Go � �� æ � ;/;/; �� ª � , d.h.die SummederkinetischenundderpotentiellenEnergie.
IntegralederBewegungführennicht nur zur teilweisenIntegrationderBG, sondernmankann

darausauchSchl̈usseüberdieZusẗandedesSystemszuausgewähltenZeitenderBahnziehen,ohne
dieBahngenauzukennen.
Beispiel: Hebelarmgesetz. Man betrachteeinenHebelwie in derFigur. Zur Zeit � * 7 seienbeide
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Abbildung3.1:Zur HerleitungdesHebelarmgesetzes

MassenaufdergleichenHöhe ¬ in Ruhe.Lässtmansielos,werdensieihreGleichgewichtslagenur
erreichen,wenn í v und í i geeignetgewählt werden.Um í v und í i zu bestimmen,schreibenwir den
Energiesatz. � , � * 7 ->* � v 5Q¬ & � i 5Q¬
Die Gleichgewichtsbedingungist ÄÌ�v * ÄÌ i * 7 . Eingesetztin denEnergiesatzergibt diesdiebekann-
teHebelarmgleichung.

� v 5Q¬ & � i 5Q¬ * ÃA B�? @Bb � v ÄÌ iv & ÃA B�? @Bb � i ÄÌ ii & � v 5 Ì v & � i 5 Ì i
Mit Ì v * ¬ç$�í v [poRq O und Ì i * ¬ & í i [po"q OU � v 5Q¬ & � i 5Q¬ * � v 5Q¬ & � i 5Q¬L$V� v 5�í v [poRq O & � i 5�í i [po"q Oî � v í v * � i í i

Beispiel: Fluchtgeschwindigkeit von der Erde. Eine Masse� soll von der Erdeunendlichweit
weg transportiertwerden.Mit welcherGeschwindigkeit soll mansie von der Erdoberfl̈acheweg-
schiessen?
Um ausdemSchwerfeldderErdeentweichenzu können,bedarfesmindestenseinerGeschwindig-
keit von

7
beimErreichenvon � *$ï . Die ErhaltungderEnergieergibt dieGleichung� b 7 ið? @�A BÀ�ñóò�ô $�� ��� À� À? @�A BÀ4õ Ø�ö * 7

� À S MassederErde� À S Erdradius
7 ð S Fluchtgeschwindigkeit

Damit ist

7 ð * B�B 4 b ¡ � f M=@
/ *ë÷ 7 ^ £ b 7 ¡ � fXø �zù E | @ .
3.2 Die Impulserhaltung

Eine weitere mögliche Symmetrieder LagrangeFunktion ist die Translations-
invarianz. Diesebedeutetfolgendes:Man nehmealle Ortsvektorenund füge in-
stantaneinenfestenbeliebigenVektor �� hinzu: �� ó d �� ó G5�� . Sollte,nachdieser
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Transformation,dieLagrangeFunktiongleichaussehenwie vor derTransformati-
on,dannist dasSystemtranslationsinvariant. AbgeschlosseneSystememit poten-
tieller Energie,dienurvonDifferenzvektorenabḧangen,sindtranslationsinvariant.
Mit b¸�� ó � �� und b è��Æ�Cÿ bekommenwirb � � x óig �g �� ó b �� ó � x óig �g �� ó é ��c� ��X� x ó !! 
 g �g è�� ó �
Die Translationsinvarianzfordert b � �Cÿ , für jeden � . Dasführt zu!! 
 x óig �g è�� ó �Cÿ �
d.h.die Grösse

Ç ó ¡-£¡ ¤¥¦ } ;� �� ist ein Integral derBewegung,undheisstGesamtim-

pulsallerMassenpunkte.Solange
�

translationsinvariant ist, bleibtdasGesamtim-
puls erhalten.Durch Differenzierender LagrangeFunktion finden wir, dassder
Impuls sich folgendermassendurchdie Geschwindigkeit der Massenpunkteaus-
drückt: �� � x ó � ó è�� ó �
d.h.derImpulsist die Summealler derImpulsedereinzelnenMassen.

Die Impulserhaltunghabenwir schonin Kap.2 benutzt,zwarnichtoffensicht-
lich aberentscheidendfür eineVereinfachungdesZweikörperproblems.Die Kon-
stanzvon �� kann man in der Tat benutzen,um einenfiktiven Ortsvektor ú zu
definieren,der trotz derKomplikationeinesMehrkörperproblems,einegeradlini-
geBewegungdurchf̈uhrt,mit konstanterGeschwindigkeit: In derTat,�ú ;� Ç ó � ó �� óÇ ó � ó
mit derMasse

Ç ó � ó hatdenImpuls �� . �ú bezeichnetdenOrt desSchwerpunktes
desMassensystems.Die Impulserhaltungführt deswegenzur gleichm̈assigenBe-
wegungdesSchwerpunktesundsuggerierteinegeeigneteLinearkombinationvon
Ortsvektoren,die beim Zweikörperproblemzu einerenormenVereinfachungdes
Problemsgeführt hat.

Die Bedingung
Ç ó ¡-£¡ ¥¦ } � ÿ ist zur Aussage

Ç ó �� ó � ÿ äquivalent,d.h. die
Summealler Kräfte ist null. Die Impulserhaltunggilt koordinatenweise,d.h. die
dreiKomponentendesGesamptimpulsessindgetrennterhalten.Solltein einerge-
gebenenRichtungein homogenesexternesKraftfeld �û herrschen,dannsind nur
solcheKomponentenerhalten,die zum Kraftfeld senkrechtsind. �ú bewegt sich
mit derBG � Ç ó � ó � �ú � �û .

Die Impulserhaltunghat,wie die Energieerhaltung,eineweitereAnwendungin derPhysik:sie
dient demZweck, Aussagen̈ubergewisseVorgängezu machen,ohneeigentlichdie BG lösenzu
müssen- wennnur die Lagezu bestimmtenZeitengesuchtist. Zu diesemPunktmerke man,dass
derGesamtimpulsimmerdie Summealler Impulseist, unabḧangeigvon derExistenzoderderArt
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derWechselwirkung. Ein besondersillustrativesBeipiel der Impulserhaltungist die Herleitungder
Raketengleichung.

EineRaketeentḧalt einenVorratvon Atomen,vondenenjedesdieMasse|�� besitze,undeine
Maschine,die die Atomerelativ zur Raketebeschleunigtundmit derGeschwindigkeit ù relativ zur
Raketehintenaussẗosst.Beim Startsei die Rakete in Ruhestellung.Die Startmasseder Raketesei

Abbildung3.2:SchemaeinerRakete

� Ã . Wir betrachteneinehorizontalzur ErdegerichteteRakete.Da keine äusserenKräfte wirken,
bleibt derGesamtimpulsdesSystems“Rakete+ ausgestosseneAtome” konstant.DieseKostanteist
0, dadie RaketebeimStartin Ruheist. UnserBezugssystembefindetsichdort, wo die Raketezur
Zeit � * 7 in Ruheist (undwo derSchwerpunktbleibt).

1. Schritt: Wir benutzendieKonstanzdesGesamtimpulses:

Abbildung3.3:1. Schritt

Abbildung3.4:2. Schritt7 * �¼ vor demerstenAustoss
* �¼ nachdemerstenAustoss* $ ½ � , ù($ 7 v - & , � Ã $ ½ � - 7 v

Aufgelöst: 7 v * ½ �� Ã ù
2. Schritt

, � Ã $ ½ � - 7 v * $ ½ � , ùê$ 7 i - & , � Ã $�b ½ � - 7 i
Aufgelöst: 7 i * 7 v & ½ �	ù� Ã $ ½ �
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3. n-terSchritt 7 w * 7 w Á v¦& ½ �	ù� Ã $ , E $ B - ½ �
Der GeschwindigkeitszuwachsvonSchrittzuSchrittbetr̈agt½ 7 * 7 w $ 7 w Á v * ½ �$ù� Ã $ , E $ B - ½ � � ½ �	ù� Ã $ E�½ �

Die Anzahl E derausgestossenenAtomeist sogross,dassman

, E $ B - durch E ersetzenkann,ohne
viel falschzumachen.

Wir ber̈ucksichtigenjetzt,dassin einerZeit |�� ein Atom ausgestossenwird, sodass– zurZeit �
– E * � f |�� Atomeausgestossenwerden.Die ausgestosseneMasseist E :=|�� * |�� :3� f |�� . |�� f |��
ist eineEigenschaftder Maschine,die in der Raketesteckt:Nennenwir sie |�� f |�� * ' . Obige
Gleichungwird dannzu | 7 * 'e:�ùê:=|��� Ã $ / � î Ä7 * 'e:�ù� Ã $ / �
Die SummedesGeschwindigkeitszuwachses| 7 vom Start

, � * 7 -
bis zur Zeit � , ergibt die Ge-

schwindigkeit derRaketezurZeit � :7W, � ^ -9* Ö ÁÄüÃ | 7 * Ö ÁÄüÃ '6:�ùs:h|��� Ã $ / :3� * $Iùê:�í E , � Ã $ý' :�� -±þþþþ ÁÄüÃ
Nun ist � Ã $ý' :�� geradedieMassederRaketezurZeit � , sodassmanschreibenkann7W, � -9* ùê: ¾Rq � Ã� Á
TypischeWertefürdieAusstossgeschwindigkeit liegenbei4000m/secfüreinWasserstoff-Sauerstoff-
BrennstoffgemischbeieinerGastemperaturvon4000

Ã
C,sodasseineRaketebetr̈achtlicheGeschwin-

digkeitenerreichenkann,wennz.B. derBrennstoffvorratetwa die Hälfte derGesamtmassederRa-
ketebetr̈agt.

Die BeschleunigungderRaketeist Ä7 * , 'ú:Xù -pf , � Ã $ÿ'ú:
� - . Die Beschleunigungkannder
SchubkraftdesRaketenantriebeszugeschriebenwerden.Die Schubkraftist���������	�>* , � Ã $ 'e:3� - | 7|�� * 'e:�ù
Die Schubkraftist dasProduktder Geschwindigkeit, mit derdie Atomeausgestossenwerden,mal

derAnzahlderAtome,dieproZeiteinheitausgestossenwerden.

DiesesBeispielzeigt,dasswiedereinmaleinErhaltungssatzzumAufbaueinerDG benutztwurde.

3.3 Die Drehimpulserhaltung

Eine weiteremöglicheSymmetrieeinesSystemsist die Rotationsinvarianz.Man
stellesich vor, alle Ortsvektorenseieninstantanum einegemeinsameAchsege-
dreht.Falls

�
nachder Tansformationso aussiehtwie vorher, dannist

�
rotati-

onsinvariant.Zum Beipiel, einenur vom AbstandabḧangigepotentielleEnergie
führt zur Rotationsinvarianzvon

�
. Um die Rotationsinvarianzmathematischzu

formulieren,führenwir denVektor b �Î einer infinitesimalenDrehungein, deren
Betraggleich demDrehwinkel bìÎ ist und derenRichtungmit der Drehachsezu-
sammenf̈allt. Danachuntersuchenwir, wie sich als KonsequenzdieserDrehung
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derOrtsvektor �� ändert.
Durch dieseDrehungändertsich derAbstand� nicht. Die lineareVerschiebung

desEndesdesOrtsvektors ist mit dem Winkel b=Î durch die Gleichung � �b � � �� ��j y�
 bìÎ dargestellt,sieheFigur. Der Vektor b»�� stehtsenkrechtauf der durch ��
und �bìÎ aufgespanntenEbene.Folglich istb2�� ó � b �Î ý �� ób è�� ó � b �Î ý è�� ó
und

b � � x ó �
�¥¦ }AÒB�?Ò@g �g �� ó b¸�� ó G
� ¤¥¦ }A B�? @g �g è�� ó b è�� ó � x ó � � q �� ó � bn�Ü ý �� ó � G�� è�� ó � bn�Ü ý è�� ó ���N�� x ó � �©bn�Ü � �� ó ý q �� ó � G��©bn�Ü � è�� ó ý è�� ó ���N�� bn�Ü é x ó !! 
 � ��Gý � è��r�

Setzenvon b � für alle bn�Ü zu Null ergibt die Erhaltungsgr̈ossex ó �� ó ý � è�� ó ;� ��
Der Vektor �� wird Drehimpulsgenannt.Die ErhaltungdesDrehimpulseshaben
wir benutzt,umdieRelativbewegungbeimZweikörperproblemaufeinerEbenezu
vereinfachen.Wie beimImpuls, ist auch �� komponentenweiseerhalten.In einem
Kraftfeld ist abernur die Komponenteerhalten,die entlangeinerSymmetrieachse
läuft. Damit eineSymmetrieachseexistiert, muss

�
gegen̈uber der Drehungum

dieseAchseinvariantbleiben.

3.4 � Skaleninvarianz

EineweiteremöglicheSymmetrieeinesmechanischenSystemsist dieSkaleninva-
rianz. DieseSymmetrieerlaubt,wichtigeSchl̈usseüberdie EigenschaftenderBe-
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wegungzu ziehen,ohneexplizit die BG zu lösen.Skaleninvarianzspielt in vielen
Gebietender Physikeinewichtige Rolle. Beispielsweisein der NäheeinesPha-
sen̈ubergangs,besitztein makroskopischesSystemdie Skaleninvarianz,unddiese
Tatsachelegt seinVerhaltenziemicheindeutigfest,ohnedassviel überdieEinzel-
heitenderfür denPhasen̈ubergangverantworlichenWechselwirkung bekanntsein
muss.Wir wollen am BeispielderMechanikdiesewichtigeSymmetriebeschrei-
ben.

Wir untersuchendenFall, wo die potentielleEnergie einehomogeneFunktion
derKoordinatenist: o �pï �� æ � ;/;/; � ï �� ª �2�ðï ò o � �� æ � ;/;/; �r�� ª �
Hierin ist ï einebeliebigeKonstanteund � derGradderHomogeniẗat derFunk-
tion. Wir führennuneineTransformationdurch,bei welcheralle Koordinatenmit
derKonstanteï multipliziert werden,unddie Zeit mit derKonstante÷ : �� ó d ï �� ó ,
Kd²÷1
 . DurchdieseTransformationwird

�
zu� �pï �� ó � ï÷ è�� ó �2� ï ä÷ ä x ó þ> � ó è�� ó ä å ï ò o � �� æ � ;/;/; �.�� ª �

Wenn man ï und ÷ durch die Bedingung Y i\ i � ï ò�� ÷Ò� ï æ » � i verkn̈upft,

bekommtdieLagrangeFunktiondenselbenVorfaktor ï ò , d.h.dieBG bleibenun-
ver̈andert.Multiplikation aller Koordinatenmit demselbenFaktor führt zu neuen
Bahnen,die den Urspr̈unglichenähnlich sind und sich lediglich in den linearen
Abmessungenvon ihnenunterscheiden.Auf diesengeometriscḧahnlichenBah-
nenverhaltensichalleZeitdifferenzenzwischenentsprechendenBahnpunktenwieî ^î ��� � ^� � æ » � i , wobei � ^� dasVerḧaltnis der linearenAbmessungzweier Bahnen
darstellt.

Beispiel1. Nehmenwir unservertrautesGalilei Experiment.Multipliziert man
die Koordinate~ mit einerZahl, sowird die Massetiefer gebracht,sagenwir zum
Punkt ~ ¸ �Cï�~ . DamitdiegleichenBG gelten,musssichdieZeit zu 
 ¸ �ø
Fé3ï vi ( � �þ im homogenenFeld der Erde) transformierthaben.Dasergibt î ^î � ¾ � ^� . Das
ist dasFallgesetzvonGalileo,hergeleitetalleinausSymmetriëuberlegungen,ohne
einmaldie BG formuliert zuhaben.

Beispeil2. Für diepotentielleEnergiezwischenzweiMassengilt � � å þ . Die
Multiplikation derKoordinatemit einerZahlbewirkt denÜbergangaufeineähnli-
cheEllipse.Die Gleichung î ^î � � � ^� � � i besagt,dassdie QuadratederUmlaufzeiten
mit der dritten Potenzder Dimensionder Ellipse variieren.Das ist ein eleganter
Beweisdes3. KeplerschenGesetzes.

Beispeil3. Für eineeindimensionaleBewegungmit � � > (harmonischeOs-
zillator) bedeutetdie Gleichung î ^î � � � ^� � ã , dassdie Zeitenfür einevollständige
Schwingungnicht von derenAmplitudeabḧangen.



Kapitel 4

Schwingungen

Wie wir in Kap. 1 gesehenhaben,sind Schwingungenein sehrverbreiteterBe-
wegungstypmechanischerSysteme.SogarMoleküle undFestk̈orperkönnenzum
Schwingengebrachtwerden,unddiespektroskopischeUntersuchungsolcherSchwin-
gungzusẗandeist ausserordentlichnützlich, sowohl in der Physikals auchin der
ChemieundBiologie.SchwingungensindwichtigeangeregeteZusẗandevon Mo-
lekülenundFestk̈orpern.

4.1 EindimensionaleharmonischeSchwingung

Obwohlwir diewesentlichenMerkmalederharmonischeneindimensionalenSchwin-
gungum die Ruhelageschonphysikalischuntersuchthaben,wollen wir dieseals
Ausgangspunktzu einersystematischenUntersuchungkompliziertererArten von
Schwingungenzusammenfassen.Wir bezeichnendie eindimensionaleKoordinate
als � , die eineSchwingungdurchl̈auft.

Lösungvon linearenDiffer entialgleichungenzweiter Ordnung. In einerlinearenDG 2.Ord-
nungkommenÉ , ÄÉ , ÕÉ linearvor:% ÕÉ &�� ÄÉ & ' É & ¬ * 7 <
wobei % , � , ' , ¬ Funktionenvon � seinkönnen.Wennder Term ¬ fehlt, nennenwir die Glei-

chunghomogen.Die allgemeineLösungder hom. DG ist die lineareKombinationzweier linear

unhabḧangigerLösungen:É � D�� , � -¸* ' v É � v , � - & ' i É �i , � - . WennmaneinespezielleLösung É�� ©
einerinhomogenenlinearenDifferentialgleichunggefundenhat,erḧalt mandie allgemeineLösung

derinhom.DG durch É }"w � D���� , � - * É � © , � - & É � D�� , � - . Beispiel: Homogenelineare Gleichungen

mit konstantenKoeffizienten

, % <��(< ' - . SolcheDG löst manmit demAnsatz É , � -n* @	� Á . Aus

der homogenenDifferentialgleichungerḧalt man,durchEinsetzen,die algebraischeGleichungfür�
, % � i &�� � & ' * 7

. Sie wird charakteristischeGleichunggenannt.Ihre zwei Lösungenge-

ben,wennsienichtgeradezusammenfallen,zweiLösungenderDifferentialgleichungunddamitdie

allgemeineLösungÉ * / v @ � ×pÁ &�/ i @ � � Á .
Wir wollen jetzt dieseBetrachtungenfür die formaleLösungder Gleichungq� GÑÈ ä ��� ÿ anwenden.DieseGleichungist die zur LagrangeFunktion

� �
39



40 KAPITEL 4. SCHWINGUNGENæä � è� ä å æä � � ä geḧorige LagrangeGleichung,mit È ;� ¾ ò� . Die dazugeḧorige

charakteristischeGleichungist � ä GÍÈ ä � ÿ , so dassdie allgemeineLösungist�)��
=�¸� � æ � x � � È 
=� G � ä ��j y¶� È 

�2�ÍÐ � x=y¶� È 
 G�Ü � , mit

1. È�� Kreisfrequenz

2. Ð : maximaleAmplitude

3. Ü : Phasenwinkel

4. � � È> � : Frequenz

5.
µ � þ� � > �È � Schwingungsdauer

EinigeSpezialf̈alle verdienenbesondereBeachtung.

1. Wir lenken denOszillatoranfangsum � ã aus,lassenihn dannlos und be-
trachtenseineSchwingung.DieAnfangsbedingungenlautenoffenbar�)�Ëÿ.�¸�� ã , è�)�Ëÿ.�¸�Cÿ . Die LösungzudiesenAnfangsbedingungen ist deshalb�0��

�¸�� ã �"!$#±È 
 . Die Anfangselongationist gleichzeitigdie maximal Amplitude
derSchwingung.

2. Wir stossendenKörper in seinerRuhelagean und verleihenihm die Ge-
schwindigkeit %Wã , �)�Ëÿ.�¸�F� ã , % �Ëÿ.�%� %Wã . Diesführtzu �0��

�2�'& Ã( #*),+�È 
 . Die
maximaleAmplitudederSchwingungist somit Ðð� & Ã( .

4.2 ErzwungeneSchwingung

Wir gehennunzurBetrachtungvonSchwingungeneinesSystems̈uber, aufdasein
äusseresver̈anderlichesFeld wirkt. DerartigeSchwingungenheissenerzwungene
Schwingungen im Gegensatzzu denim vorherigenParagraphenuntersuchtenfrei-
enSchwingungen. Bei derAnwesenheiteinesäusserenFeldesbesitztdasSystem
nebender eigenenpotentiellenEnergie þ�] >W� � ä ausserdemdie potentielleEner-
gie o ��� � 

� , die von der Wirkung desäusserenFeldesherr̈uhrt. Wennwir dieses
Zusatzgliedin einerPotenzreihevonderkleinenGrösse� entwickeln,erhaltenwiro ��� � 
=�¶� o �Ëÿ � 

� G � g og � ´´´ ¯ N ãDasersteGlied hängtnur von derZeit abundkommtbei derAufstellungderBG
nicht vor. Im zweitenGlied ist å ¡ ®¡ ¯ ´´´ ¯ N ã die äussereKraft, die auf dasSystem
in derGleichgewichtslagewirkt undeinevorgegebeneFunktionder Zeit ist. Wir
bezeichnensie mit

û ��
=� . Damit erscheintin der potentiellenEnergie dasGliedå � é û ��

� , sodassdie LagrangeFunktiondesSystemslautet� ��� � è� � 
=�¸� � > è� ä å � > � ä G � é û ��

�
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Die entsprechendeBG ist q� G È ä éw�6� þ� û ��

�
wo wir wiederumdieFrequenzÈ derfreienSchwingungeingef̈uhrt haben.Wir be-
trachtennuneinenFall von besonderemInteresse,beidemdie äussereKraft eben-
falls eineeinfacheperiodischeFunktionderZeit mit der Frequenz� ist:

û ��

�Æ�§{é �"!$#°� 
 darstellt.Um einespezielleLösungzu suchen,führenwir denAnsatz� åÐì � � �"!$#°� 
 durch,mit demgleichenperiodischenFaktor. Einsetzenin die DG
ergibt die charakteristischeGleichung� � ä å � È ä G §� �Cÿ
derenLösung

� � ª� U ( i ».- i W ist. Die allgemeineLösungderinhom.DG istÐ �"!$# � È 
 GÌÜ � G §� � È ä åË� ä � �"!$#°� 

Die freienKonstantenÐ und Ü bestimmensichausdenAnfangsbedingungen.Das
bedeutet,dassdasSystemunter der Wirkung äussererperiodischerKräfte eine
Bewegungausf̈uhrt, die sich auszwei Schwingungenzusammensetzt.Aus einer
Schwingungmit der EigenfrequenzÈ des Systemsund aus einer Schwingung
mit der Frequenz� der äusserenKraft. Der Verlauf der Amplitude der speziel-
len Lösungist in der folgendenSkizzedargestellt:Die negative Amplitude für

�0/ È kannmanauchals positive Amplitude einerum å � verschobenen�"!$#V� 

darstellen,d.h.dieLösunglässtsichalsÐ �"!$# � È 
 G�Ü � G«� §� � È ä åe� ä � �1�"!$# � 
 ���{ù�ÈÐ �"!$# � È 
 G�Ü � G«� §� � È ä åe� ä � �1�"!$# � � 
 å �+� ���Ç³pÈ
darstellen.
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Die gegebeneLösunggilt nicht im Fall dersog.Resonanz, d.h.wenndie Fre-
quenzder äusserenKraft mit derEigenfrequenzdesSystemszusammenf̈allt. Um
die allgemeineLösungderBG in diesemFalle zu finden,versuchenwir einespe-
zielle Lösungmit demAnsatz� å ì � � � �"!$#±� 
 å2�"!$#±È 

�
zufinden.Die Motivationfür diesenAnsatzist diefolgende:In dervorigenLösung
strebtederDenominatorfür � d È nachNull. Damit dieseDivergenzauf irgend-
eineWeisekompensiertwird undeinewohldefinierteLösungexistiert,müssenwir
dafür sorgen,dassauchderNumeratorfür � d È nach ÿ strebt.Einsetzenin der
DG (zuerstnehmenwir formell � ä� È ) ergibtå � � ä �"!$#±� 
 G � È ä �"!$# È 
 G � È ä � �"!$#±� 
 å2�"!$#±È 

�¸�� � � È ä åe� ä � �"!$#±� 
¶�� §� �"!$#°� 
� � §� � È ä åe� ä �
Die Funktion,diedieLösungim Fall derResonanzdarstellt,findenwir alsResultat
von 3

),4- � ( � §� � È ä åe� ä � � �"!$#±� 
 å5�"!$#±È 

��� - N ( Ô76�� 3
)846 � ã � §� � >=ÈêG ����� å ��� �"!$# �=� È G ����

� å5�"!$# È 
��

Durch Benutzungder triginometrischenIdentiẗat �"!$# �pï G ÷0�a� �"!$# ï �"!$# ÷ G#*)8+ ï #9),+ ÷ erhaltenwir

�"!$# �=� ÈêG ����

� å5�"!$# È 
º� �"!$#±È 
0é �"!$# ��
 å5#*),+�È 
 é #*),+ �Q
 å5�"!$# È 
ò � ß¢óDôìß å 6� �"!$#±È 
0é.þ å5#*)8+ � È 
=� é��Q
 å:�"!$#±È 

und3
),46 � ã � §� � >=È G �J��� å ��� �"!$# � ÈÿG ����
 å;�"!$# È 
�� � §>��	È � �Q
Fé #*),+çÈ 
2� ªä � ( 
 é #9),+�È 


Die allgemeineLösunglautetdann�0��

�¸�ÍÐ é �"!$# � È 
 G�Ü � G §>��	È 
 é #*)8+�È 

Im Resonanzfall, steigtdie Schwingungsamplitudelinearmit derZeit (solangesie
nicht so grosswird, dassdie gesamtedargelegte Theorienicht mehranwendbar
ist!).
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Abbildung4.1:VerlaufderSchwingungim Resonanzfall

DieErscheinungderResonanzhatvieleAnwendungenin derPhysikundüberhaupt
in denNaturwissenschaften.Auf einigedavonwerdenwir nähereingehen.Die Re-
sonanzkannaberauchsehrgef̈ahrlichwerden,z.B. für Maschinenteilewie Turbi-
nenwellen,wenndie EigenfrequenzderWelle gleich ihrer Umlauffrequenzwird.
Beim Anfahrenvon Gasturbinen,bei denendie BetriebsfrequenzoberhalbderEi-
genfrequenzliegt, mussdeshalbmöglichstschnellüberdieResonanzstellehinweg
gefahrenwerden.

Nebender Amplitude ist auchdie von der äusserenKraft zugef̈uhrteEnergie
(oderArbeit) eineGrösse,die oft denResonanzprozesscharakterisiert.Die Ener-
gie einesSystems,daserzwungeneSchwingungenausf̈uhrt, bleibt nämlich nicht
erhalten.DieseTatsachelässtsich direkt ausder in der Lagrange-Funktionvor-
kommendenexpliziten Zeitabḧangigkeit herleiten.NachunserenDefinitionenist
die in einerPeriode< � > ��] È zugef̈uhrtenEnergieÐ>=È� Ö ¯ìU î W¯ìU ã W û = ! �6� Ö@?ã û = ! �! 
 ! 

Wir unterscheidenzwischenzwei Fällen: � ä� È und � � È . Im erstenFall ist die
zugef̈ugteEnergie(oder, andersausgedr̈uckt,dievomSystemabsorbierteEnergie)
null:

å Ö ?ã § é � x �-� 
 §� � È ä åe� ä � � é ��j y � 
2õ Ö ?ã � x �w� 
0é ��j y � 
2�� � x �-� 
)é �-j y � 
 î �ðÿ ¹
Nur im Resonanzfall ist dasSystemimstande,Energie zu absorbieren,nämlichÖ ?ã § ä>��	È È é � x ��È 
 é�
0é � x ��È 
 ! 
2� § ä>�� Ö ?ã 
 é � x � ä È 
 ! 
¶�� §»ä>�� � < ä> å < äE �2� §»äA � < ä
DieseMöglichkeit, nurbeiderResonanzeinemSystemEnergiezuzuf̈uhren,ist die
Grundlagefür die Absorptionvon Licht durchMaterie,und findet zum Beispiel
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in der Spektroskopie eine wichtige Anwendung(die B i -Abhängigkeit der absorbierten

Energie wird in derTat nicht beobachtet:Man beobachtetehereine B -Abhängigkeit, die dazuführt,

dassdie absorbierteEnergie pro Zeiteinheitkonstantist. Wir werdensehen,wie die Einführungder

Dämpfungzur nötigenKorrekturführt.)

Bis jetzt habenwir angenommen,dassdie Bewegung der Masseim leeren
Raumstattfindet,oderdassderEinflussdesMediumsaufdieBewegungvernachl̈assig-
barist. In Wirklichkeit setztdasMediumderBewegungdesKörperseinenWider-
standentgegen,dersiezu verlangsamensucht.Die Energie dessichbewegenden
Körpersgeht hierbei letzenEndesin Wärme(oder Strahlung)über – man sagt,
siedissipiert.DerBewegungsprozessist unterdiesenBedingungenschonkeinrein
mechanischerVorgangmehr. Beispielweisekannmanim Allgemeinennicht mehr
behaupten,dassdie BeschleunigungeinesbewegtenKörpersnur von seinenKo-
ordinatenund von der Geschwindigkeit zu einemgegebenenZeitpunktabḧangt;
d.h,BG im Sinne,wie sie in derMechanikvorkommen,existierennicht. Die Be-
wegunghängtauchvon anderenParameternab,zumBeispielvon derTemperatur
sowohl desKörpersals auchder desMediums.Oft simuliert man solchedissi-
pativen Vorgänge,indemmaneineReibungskraft in die BG einführt. Einesolche
Reibungskraftnimmt für denhier betrachtetenFall dereindimensionalenSchwin-
gungdie Form §DC � å�E é è� , E ³ ÿ an.DasMinuszeichenbedeutet,dassdie
Kraft derBewegungentgegenwirkt.Wennwir dieseKraft aufderrechtenSeiteder
BG hinzuf̈ugen,erhaltenwir (zuerstsei

û �Üÿ ) � q� � ås� � å0E è� . Wir teilen
durch � undführendieBezeichnungenò� � È ä , C� � >$� ein.Dabeiist È dieFre-
quenzder freienSchwingungendesSystemsohneReibung.Die Grösse>$� heisst
Dämpfungskonstante.Auf dieseWeiseerhaltenwir die Gleichungq� GÌ>$� è� G È ä �e�Cÿ
NachdenallgemeinenRegeln für die LösunglinearerDG mit konstantenKoeffi-
zientensetzenwir denAnsatz� � � ¦GF î undfindendie charakteristischeGleichung�Wä GÍ>$� � GMÈ ä �Òÿ mit denLösungen� æ ¬ ä � åH�ÿºJI � ä åËÈ ä . Die allgemeine
LösungderGleichungist �6� � æ � ¦ v î GÅ� ä � ¦ i î
Hier müssenzwei Fälleunterschiedenwerden:Für �{ùMÈ erhaltenwir zwei kom-
plex konjugierteWertefür � æ ¬ ä :� æ ¬ ä � åH� º j ¾ �K� ä åËÈ ä �
Die allgemeineLösungderDG ist�0��

�¸�ÍÐ � »ML î �"!$# � È C%
 G­Ü �È C ;� � �K� ä åËÈ ä � . Die durchdieseFormel dargestellteBewegungist einesog.
ged̈ampfteSchwingung. Man kannsiealsharmonischeSchwingungmit exponen-
tiell abnehmenderAmplitudeansehen.Die Schwingungsfrequenzist kleineralsdie
FrequenzderfreienSchwingungohneReibung.



4.2. ERZWUNGENESCHWINGUNG 45

Wir nehmenjetzt an,dass�M³ È ist. Dannsind beideWertevon � reell und
negativ. Die allgemeineLösunglautethier�e� � æ � » U Lì»ON L i » ( i W î G � ä � » U L Ô N L i » ( i W î
Die Bewegung bestehtauseiner asymptotischen(bei 
Ëd P ) Annäherungan
dieGleichgewichtslageohneSchwingung.DieseBewegungheisstaperiodisch.Im
Automobilbauist dasdie Aufgabeder Stossd̈ampfer, die durch starke Bodenu-
nebenheitenentstehendenunangenehmenundauchgef̈ahrlichenFederschwingun-
genderKarrosseriesofernalsmöglichaperiodischzu dämpfen.

Dissipative Vorgängespielennaẗurlich auchbei erzwungenenSchwingungen
einegrosseRolle.SiemodifizierendenVerlaufdesResonanzvorganges,indemsie
auchentferntvon derResonanzzur AbsorptionderEnergie führenkönnen.Dabei
bremsensie dasWachstumder Amplitude im Resonanzfall zu einemendlichen,
station̈arenWert.Die DG lautetq� G�>$� è� G È ä �e� §� �"!$#±� 

Die allgemeineLösungist dann(ohneHerleitung)�0��

�¸�ÍÐ é � »ML î �"!$# � È C%
 G­Ü � G � é �"!$# � � 
 GÌb �
mit

� � ª� I U ( i ».- i W Ô [*L i - i und Q*RD+8b � ä L�-- i » ( i . DerersteSummandnimmtmit der

Zeit exponentiellab,sodassnachgen̈ugendlangerZeit nurnochder”erzwungene”
Term

� é �"!$# � � 
 GÇb � übrigbleibt.Die Phasewechseltnichtsprunghaftvon ÿ zu å �

Abbildung 4.2: Die Phaseb und die Amplitude
�

als Funktion von � für zwei
verschiedeneParameter�
wie beim Fall � �µÿ . Der Wechselfindet in einemengenFrequenzbereichder
Breite >$� in derUmgebungvon È statt.Am bestenscḧatzenwir die Wirkung der
dissipativen Kraft, indemwir die absorbierteEnergie im Fall � ä� ÿ betrachten.
Die in einerPeriodeabsorbierteEnergie istÐ =LTSN ã � å § é � é � Ö ?ã �"!$#°� 
 éX� #*),+�� 
0é �"!$#¢b GU�"!$#±� 
0é #*),+ b �¶�� å § é � é � Ö@?ã �"!$# ä � 
0é #*)8+�b � å § é � é � �"!$# ä � 
 î? @�A Bvi ? #*)8+çb
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V Ð =LTSN ã � § > é � é � é <+�1#9),+çbX�°³ ÿ ¹
Die entsprechendeabsorbierteLeistungistÐ =

< � § > � � �1#9),+çbX�
Im eingeschwungenenZustandbleibt die Energie einesSystems,daserzwunge-

Abbildung4.3:AbsorbierteLeistung

ne Schwingungenausf̈uhrt, unver̈andert.DasSystemabsorbiertallerdingsunun-
terbrochenEnergie (ausder Quelleder äusserenKraft), die infolge der Reibung
dissipiert.Bei derResonanzfrequenzist dieaufgenommeneLeistungmaximal,die
scharfeResonanzliniebekommt eine endlicheBreite. In der Technik führt man
oft zur Charakterisierungder Scḧarfe einerResonanzliniedensog.Q-Faktor alsW � Ó �Q� x4y1�Ãy â § � �-h } � y â ]YXV� �wj 
 ��!�� � Ó �Q� x4y1�Ãy â.� }>� %¦� ein. Da Resonanzer-
scheinungeneinesehrwichtigeRolle in derNaturspielenundfastaufallenGebie-
tenderPhysikvorkommen,wollenwir einigedavon besprechen.

Beispiel1: ElektrischeResonanzkreiseEineinfacherelektrischerResonanzkreis(oderSchwin-
gungskreis)bestehtauseiner Serienschaltungeiner Kapaziẗat ' , einer Induktivität 
 und eines
Widerstandes� , hier abgebildet.Die ver̈anderlicheGrösseim elektrischenSchwingkreisist die

transportierteLadung ; in Analogie zu É bei der mechanischenharmonischenSchwingung.Die
Schwingungsgleichungfür obigenelektrischenKreis lautetÕ;1& � 
 : Ä; : B'e:�
 : ; $ B
 :
H Ã : Y3Z�[[Z � * 7
Die Halbwertsbreiteder Resonanzkurve betr̈agt in diesemFall � f 
 . Vergleichenwir die beiden
Differentialgleichungenfür É und ; , so könnenwir eine rein formale Beziehungentsprechender
Grössenfinden,die in dieserTabelleaufgez̈ahlt sind.
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Charakteristika Mech.System Elektr. System

UnabḧangigeVer̈anderliche t t
AbhängigeVariable x q
Trägheit m L
Dämpfung b � � \
Resonanzfrequenz(Eigenfreq.)

Z Ã * � �� Z Ã * � v\�] (
Schwingungsdauer(Periode) B * b d � � � B * b d k 
V:�'
Q-Faktor ^ Ói � ^ Ó ] \�

Beispiel2: SpektroskopienMankanndieWechselwirkungzwischeneinemSystemmit atoma-
rer AusdehnungundelektromagnetischerStrahlungdurcheineklassischeerzwungeneSchwingung
simulieren,indemmandie von aussenangelegteStörkraft mit demelektrischenFeldderStrahlung
identifiziert.Systememit atomarerAusdehnungsind durchdiskrete Energiewertecharakterisiert,
d.h.dürfennur bestimmteEnergiewerteannehmen.Die ”Eigenfrequenz”

Z
stellt einecharakteristi-

scheFrequenzdesSystemsdar, und zwar ist sie ein Massfür denAbstandzwischenzwei Eenr-
gieniveaus,

Z 4* , � v $ � Ã -pf"_` , wobei
_`�* �i�a * B 4 7"b ÷ : B 7 Á �dc ¡ 5ê:�� i f M dasPlank’scheWir -

kungsquantum ist. DiesesModell führt zum Pḧanomen,dassnur bei der Resonanzfrequenzdas
SystemvomelektromagnetischenEnergiefeldabsorbierenkann.DieseAbsorptionerfolgtdurchden
ÜbergangdesSystemsvom niedrigenEnergieniveau � Ã zumangeregtenZustand� v . Durchdiese
ResonanzerscheinungentstehtdieMöglichkeit, dieEnergieniveauseinesSystemszubestimmen:das
ist dieGrundlagederSpektroskopie,daesermöglicht,verschiedeneSystemeanhandderenAbsorp-
sionsspektrenzuerkennen.

Möglicheangeregte ZusẗandeeinesMoleküls sind Schwingungen,für welche
Z

mit der klas-
sischenSchwingungsfrequenz̈ubereinstimmt.Schwingungenführenzur Absorptionim Infrarotbe-
reich: mansprichvon Infrarotspektroskopie. Ein typischesAbsorptionsspektrumverursachtdurch
Schwingungen,ist in der Figur aufgezeichnet.Die transmittierteLichtintensiẗat als Funktion der
Wellenl̈angedeseinfallendesLichtszeigteindeutlichesTransmissionsminimum,entsprechendeiner
EnergieaufnahmederMoleküle, alsoeinerAnregungvon Schwingungen.SolcheMinima sindcha-
rakteristischfür die betreffendeSubstanz,undderChemiker kanndarausdie NaturundArt derzu
untersuchendenProbebestimmen.

Absorptionim Ultraviolettendeutetauf elektronischeAnregungenhin, wie der übergangzwi-
schenzwei Energieniveausim Wasserstoffatom.Die ”Natriumflamme” ist ein typischesBeispiel
einerelektronischenAnregung.DasNa-Atombesitztin seinerelektonischenStrukturzwei benach-
barteNiveaus,derenAbstandgelbemLicht entspricht.Auf ein Drahtnetz,dasin der Flammeei-
nesBunsenbrennerssteht,wird Kochsalzgestreut,unddie Flammeleuchtetgelb,entsprechendder
Wellenl̈angedesgelbenNa-Lichtes5890 ˚% . DurchdasErhitzenwerdeneinigeAtomein einenan-
geregtenZustandversetzt.Die angeregtenAtomebleibenjedochnur sehrkurzeZeit B � B 7 Á�e sec
in diesemangeregtenZustandund fallen wiederauf ihr Ausgangsniveauzurück. Dabeiemittieren
sieLicht mit dercharakteristischenNa-Wellenl̈ange.Beleuchtenwir dieFlammemit einerNatrium-
Spektrallampe,die genaudieseWellenl̈angeemittiert, so beobachtenwir an der bestrahltenStelle
der Flammeauf einemdahinteraufgestelltenSchirm schwarzeZonen.Durch dasEinstrahlender
Resonanzfrequenz

Z
werdendieAtomeenergetischin denangeregtenZustandversetzt.Ein Teil des

einfallendenLichts wird für diesenProzessbenutzt,undverschwindet.DasdurchspontaneEmissi-
on reemittierteLicht gehtin jedenRaumwinkel und fehlt daherzu einemhohenProzentsatzin der
Durchstrahlrichtung:ein Schattenensteht.AufgrundderendlichenLebensdauer, besitzendie Nive-
auseinegewisseBreite ½ � *f_`Wf B : auchbenachbarteFrequenzenkönnenam Resonanzprozess
teilnehmen.

In der Tabellesind die charakteristischenAbsorptionsbereiche,mit denentsprechendenAnre-
gungen,zusammengefasst.
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Spektralgebiet Art derAnregung

Ultra-violett (UV) SchwingungenderValenzelektronen
Infrarot (IR) Molekülvibrationen
Mikrowellen Molekülrotationen

Die Absorptionsmaximaim UV einigertypischerorganischerSubstanzenmit Mehrfachbindungen
sindim Folgendenaufgez̈ahlt.

Verbindung Wellenl̈angedesAbsorptionsmaximumsg i ' * ' g i 1625Åg ' ° ' g 1775Åg ' °@h 1750Å
, ' g � - i ' *;i 1870Å

Resonanzpḧanomenebeobachtetmanauchin derKernspektroskopie.Dabeitritt einebesondere
Schwierigkeit auf: bei der Emissioneines� -Quantserfährt der Kern ausImpulserhaltungsgründen
einenRückstoss.EinenRückstosserfahrenauchAtome,dieserist allerdingsvernachl̈assigbarklein.
DurchdiesenRückstossbesitztdasemittierteQuanteineumdieRückstossenergie verringerteEner-
gie.DaderImpulseinesQuants

_`[Z
: 8 *j_`kZNf / ist, mussdergleicheImpulsvomKernalsRückstoss

aufgenommenwerden.Die Rückstossenergie einesKernsderMasse� betr̈agtdeshalb:� � * 8 ibX� * _` i Z ib � / i * � ilbX� / i
Betrachtenwir zwei benachbarteKernzusẗande,derenEnergiedifferenz � gegebensei. Bei der

Emissioneines� -Quantsgehtder Kern vom ZustandII in denZustandI über. Die Energie des � -
Quantsist gleichderEnergiedifferenzderbeidenZusẗande� , vermindertum die Rückstossenergie
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� � , also
_`mZG* �6$V� � . Da dieKernniveausausserordentlichscharfsind,viel scḧarferalsatomare

Niveaus,reicht diese � -Energie
_`kZ

nicht mehraus,um einenanderenKern vom NiveauI auf das
NiveauII anzuregen;odermit anderenWorten:mankanneinenKern nicht als Photonenquellefür
dieSpektroskopieanderer̈ahnlicherKernebenutzen.
DiesesBild ist nicht ganzkorrekt:derMünchnerPhysiker Rudolf Mössbauerfandeinenbetr̈achtli-
chenTeil anresonanterAbsorptionbeiKernen(fürdieseEntdeckungerhielter1961denNobelpreis).
DieserEffekt wurdevonMössbauerfolgendermassenerklärt.Betrachtenwir dieGleichungfür � � ,
soerkennenwir die Abhängigkeit der Rückstossenergie � � von der MassedesKerns � , der den
Rückstossaufnimmt.Sinddie � -emittierendenKernesowie dieabsorbierendenKernein einKristall-
gittereingebaut,sowird derRückstossbei Emissionnicht von einemeinzelnenKernderMasse� ,
sondernmit einerbestimmtenWahrscheinlichkeit vondemumgebendenKristallgitteralsganzesauf-
genommen.In der Gleichungfür � � müssenwir daherin bestimmtenFällendie Masse� durch
einesehrgrosseMasseersetzen,dabeiwird dieRückstossenergie � � beliebigklein, d.h.dieEnergie
des � -Quantswird wiedergleichderDifferenzderKenergiezusẗande.Diese � -Strahlungkannvon
einemanderenKernresonantabsorbiertwerden.EinesderIsotope,dasheutzutageamhäufigstenfür
Mössbauereffektmessungenverwendetwird, ist

) @9ndo mit der14,4keV � -Linie. Die Linienbreiteist
vonderGrössenordnung

b : B 7 Á�p eV. Damitwird derQ-FaktorvonderGrössenordnungB 7 v i . Darin
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Abbildung4.4:EnergieschemabeimMössbauereffekt (rechts)

liegt die grosseBedeutungdesMössbauereffektes.Man hat ein äusserstempfindlichesWerkzeug
zur Hand,um z.B. relativistischeEffekte, Magnetfelder, Verschiebungenim Kristallgitter usw. zu
messen.

MössbauerselbsthatdiesenEffekt der rückstossfreienKern-Resonanzabsorptionzuerstan Iri-
dium 191gefunden(Z. f. Physik151, 124,1958).Essindheutzutagemehrals80 Isotopebekannt,
die für denMössbauereffekt geeignetsind.Stichwortartigseienin folgenderTabelleeinigeBeispiele
vonAnwendungendesMössbauereffektesaufgez̈ahlt.

Die wohl grössteBedeutunghatderMössbauereffekt für die Aufkl ärungderStrukturenfester
Körper.

Gebiet Anwendung

Relativität FrequenzverschiebungeinesLichtquants
im Gravitationsfeld

Kernphysik BestimmungmagnetischerMomentevon
angeregtenZusẗanden

Kernphysik Quadrupoleffekte
Kernphysik BestimmungvonKernradien
Festk̈orperphysik ElektrischerFeldgradientamKernort
Festk̈orperphysik Messungvon innerenMagnetfeldernin Kristallen
Festk̈orperphysik MagnetischeKristallstruktur
Festk̈orperphysik Strahlungsscḧaden
Chemie Isomerieveschiebung
Chemie HüllenordnungennachKernprozessen
Chemie Strukturaufkl̈arungkomplizierterMoleküle
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Wir schliessenmit der Illustration von Resonanzenin der Teilchenphysik.Schiesstmanz.B.
Neutronenauf Iridiumkerneoder q -Mesonenauf Protonen,so könnenfür sehrkurzeZeitensog.
Resonanzenentstehen,kurzlebigeKombinationsteilchen,die kurz nachihrer Bildung zerfallen.Das
AuftreteneinerResonanz̈aussertsich in der Abhängigkeit der Wahrscheinlichkeit r für eine be-
stimmteReaktionvonderEnergie:

Aus der Breite der Resonanzabsorption,welchegleich stDu9v ist, liest man die Lebensdauer
v

desKombinationsteilchensab. Daszeigt,dassResonanzenauchin derKern-undTeilchenphysikvon

Bedeutungsind:neueTeilchenzeigensichoft nuralsResonanzin einemStreuexperiment.

4.3 Die lineare schwingendeKette

Mit unseremmechanischenModell konntenwir die Schwingungenvon einfachen
zweiatomigenMolekülenerfassen,dieentlangeinerKoordinatestattfinden.In die-
semModell wurdendie Bestandteileder Moleküle durcheine Feder”gekoppelt,
mit derFederkonstantewyx{zH| |�}�~O�m� . Wir wollen jetzt mit demgleichenFedermo-
dell versuchen,Kristallschwingungenzubeschreiben.Dazubetrachtenwir entlang
der ~ -KoordinateeinelineareKettevon � Atomender Masse� , die paarweise
mit derFederkonstantew gekoppeltsind.Wir bezeichnenals ��}����2�x0~M���j~M� � die
Abweichungder �y�j���k� MasseausderRuhelage~ � ���x0�
�G� , wobei � dieGitter-
konstanteist. Die LagrangeFunktion �H}���}��m�	� ������� ����}������ diesesSystemslautet�

� �m���Y�����}����1��� �
�
� �m���Dw }���}���������}������m���1�¡ ¢�m���.}���}����£�2��}��
 0�m���1�"¤

Die BG für die �@�2��� Masselautet

�¦¥��}����£xJw � ��}������m�§ ¨��}��© J�m��¤O�:�Dwª��}����
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Da die Auslenkungen«�¬�­�®f¯m° in derBG für das ­2±U²�³ Atom auftreten,bilden
alle BG ein Systemvon ´ gekoppeltenDG. Die Lösunghängtdavon ab,welche
RandbedingungenderKetteauferlegt werden.Man kannz.B. die Randatomefest-
haltenoder frei geben.Wenn ­ einekleine Zahl ist, hängendie Lösungenstark
von diesenRandbedingungenab,wie manamBsp. ­¨µ·¶ sofortklar ersieht.Bei
einermakroskopischenAnzahl ­ mussderEinflussderRandbedingungenauf die
Schwingungsfrequenzenklein sein.Physikalischkann man sich vorstellen,dass
die Kettezu einemKreis gebogenwird, wobeiam ­ Atom nocheineFederange-
brachtist, die esmit demerstenAtom verbindet.Damit hatmandenRandelimi-
niert. MathematischbedeutetdieseBiegungderKettezu einemKreis die Annah-
meperiodischer (in derFachliteraturauchBorn-von Karman)Randbedingungen:«�¬�­�°Hµ�«�¬�­@¸¦´�° . Die LösungendesDG Systemsmit diesenRandbedingungen
sindsolche,diederRealiẗatnäherkommensollten,weil sieOberfl̈acheneffekteauf
die Festk̈orpereigenschaften eliminieren.Zur LösungdesDG Systemsmachtman
denAnsatz «�¬�­�°¹µ Ð ³�º�»½¼1¾�¿�À.ÁÃÂ8Ä , wobei der Faktor ³�º�¼1¾Y¿ die ­ Abhängigkeit der
Auslenkungber̈ucksichtigt.DurchEinsetzendesAnsatzesfindenwir die charak-
teristischeGleichung

±�Å;Æ�Ç�µÉÈ ÊK³ ÀËº�¼�¿ ¸Ì³ º�¼1¿ ±:Í[ÎÏµJÍDÈ Ê Ð"Ñ$ÒY¬�Ó�ÔÕ°�±�¯GÎ
derenLösungdiemöglichenEigenfrequenzenderschwingendenKetteergibt. ÆÖ¬�Ó$°�µÍÕ× ÈËØ[ÅÚÙ7ÛmÜ�­¡¬�Ó�ÔÕØ�Í$° . Die Randbedingungbestimmtdie möglichen Werte vom
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Abbildung4.5:

Abbildung4.6:

ParameterÓ : ³ ºÝ¼	»½¾�Þ ßàÄ,¿ µJ³ º�¼1¾�¿ , d.h. ³ º�¼�ß¡¿ µf¯ oderÓ�´áÔâµäã�ÙåÍ�æ , ãyµ¢çÕè	®â¯�è	®éÍªè�ê�ê�ê .
Die möglichenSchwingungszuständesind durchdicht nebeneinanderliegende Ó -
Werteklassifiziert,jeder Ó WertträgteinebestimmteEigenfrequenz.Die gesuchten´ linearunabḧangigenLösungenkönnendurchdie Ó Werteim Intervall ±ÖæëØYÔMè*æëØYÔ
dargestelltwerden.DieKopplungbewirkt, dasssichdieFrequenz× ÈËØ[Å desunge-

Abbildung4.7:

koppeltenOszillatorszu einemFrequenzbandverbreitet.JederFrequenzkanneinÓ Wert zugeordnetwerden.Die Ó Abhängigkeit von ì nenntmanDispersionsre-
lation. Die Eigenmoden,die zu denEigenfrequenzengeḧoren,nenntmanPhono-
nen. Bestehtdie KetteausAtomenmit unterschiedlichenalternierendenMassen,
erwartet man mindestenszwei-Phononenb̈ander, die evtl. durch eine Lücke ge-
trenntsind.Verbindungenwie ´áÔÕíéî habenzumBeispielzwei Phononenb̈ander:
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Das untereBand nenntman akustische Phononen,dasoberesind die optischen
Phononen.EinenoptischenundakustischenZweig bekommtmanauch,wenndie
Kraftkonstantenalternierendsind.DieseResultatelassensichaufdreidimensiona-
le Kristalle erweitern.In drei Dimensionen,wird Ó zu einemVektor, derinnerhalb
einesPolyedersverteilt ist. Die Phononendispersionsrelationen könnenrichtungs-
abḧangigwerdenundeinenkomplizierterenVerlaufzeigen.

Abbildung4.8:

4.4 Die Wellengleichung

Wir betrachtenPhononenmit Óéï¢ç . Für solchePhononenist diecharakteristische
Länge Í�æëØYÓ über welche «�¬�­�° variiert viel grösserals die Gitterkonstante.Wir
könnendaher­ alskontinuierlicheVariable ð bezeichnenunddie BG für «�¬�ðëè�²*°
folgendermassenaufstellen:

Å�ñ Ç «ñ ² Ç µ È Ê «�¬�­�±�¯�è�²*°§¸¨«�¬�­©¸¢¯�è�²*°�Î7±5ÍDÈª«�¬�­£è�²*°
ï È Ê «�¬�­£è�²*°£±2ÔT«Mò�¬�­�° ¸ Ô ÇÍ «Mò ò�¬�­�°ë¸ä«�¬�­£è�²*°
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¸ ÔT« ò ¬�­�°§¸ Ô ÇÍ « ò ò ¬�­�°�ÎM±äÍDÈª«�¬�­£è�²*°
µ ÈÕÔªÇÕñ Ç «ñ ð Çñ Ç «ñ ² Ç µ ÈÕÔ ÇÅ ñ Ç «ñ ð Ç

Die Materialkonstanteó ¿Gôõ wird als ö Ç bezeichnet.Ihre Bedeutungwird baldklar.
Diese Gleichungist die eindimensionaleWellengleichung für die Auslenkung« an der Stelle ð zur Zeit ² . Die linear unabḧangigenEigenmoden«�¬�ðëè�²*°¦µÐ ö"÷DÛT¬�ÓYð
±5Æ£²*° und Ð ÛkÜ�­¡¬�ÓYðy±2Æ£²*° sindspezielleLösungenderWellengleichung
undsindein speziellesBeispielvon Wellen: sieheissenharmonischeWellen.Die
allgemeinsteForm der linear unabḧangigenLösungender eindimensionalenWG
ist «�¬�ðëè�²*°øµúù£¬�ðâ®�öG²�° (d’ AlembertscheLösungen)unddie allgemeinsteLösung
ist die lineareSuperpositionderbeidenGrundl̈osungen.Manstellesicheinelokale
Störung ù£¬�ð�è�²Öµ{çÃ° vor, die zumBeispielein Maximumbei ðOû besitzt.Einesol-
cheStörungkannzumBeispieleineVerschiebungderTeilcheneinesMediumsaus
ihrerRuhelage(Phononen,Seilwellen,Wasseroberfl̈achenwellen)odereinerDich-
teschwankungbei elastischenWellen, Schallwellen und Erdbebenwellenbedeu-
ten.Es kannaberein von elekromagnetischenFeldern(Licht) bedeuten,dassich
durcheinplötzlichesEin- undAusschalteneinesStromesgebildethat.Wenndiese

Abbildung4.9:

StörungnachderWellengleichungevolviert, dannist die funktionelleAbhängig-
keit zurZeit ²Où£¬�ðà±üöG²�° , sieheFigur, d.h.dieStörungsiehtgenaugleichauswie zur
Zeit ²�µ{ç aberist amOrt ð Â µýöG² zentriert:die Wellengleichunghatdie Störung
fortgepflanzt,und zwar mit Beibehaltungder Form. Die Materialkonstanteö ist
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Die Lösungù£¬�ð©¸¦öG²*° beschreibteineWelle,
diesichnachrechtsentlangder ð -Achsefortpflanzt.Die Materialkonstanten,die ö
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bestimmen,hängenvon derWellenartab. Bei Phononenist die zweiteAbleitung
derpotentiellenEnergie massgebend(zusammenmit MasseundGitterkonstante).
Schreibenwir ó ¿	ôõ als ó ¿õàþ ¿	ÿ êµ��;Ø�� , mit ( � : Dichte)und � : Zugkraft)dannbekom-

menwir die Geschwindigkeit von Seilwellen.Bei Schallwellenist öÖµ × � Ø�� , � :
Elastiziẗatsmodul.Für Lichtwellenist ö dieLichtgeschwindigkeit.

Beispielevon Wellen

Beispiel1. HarmonischeWelle.
Die harmonischeWelle ù£¬�ð�è�²�°øµ Ð Ùmö"÷�Ûª¬�ÓYð
±5Æ£²�° erfüllt die WG, wenn Æ¨µÉö"Ó .
Dieseist die Dispersionsrelation,die wir für langwelligePhononenausderexak-
tenLösungerwartethaben.Eine instantaneAufnahmeeinerharmonischenWelle
erlaubt,die verschiedenenParameterzu veranschaulichen:� êµ Í�æëØYÓ ist derAb-

Abbildung4.10:HarmonischeWelle zu einerfestenZeit (links) undaneinembe-
stimmtenOrt (rechts)

standzweierWellenẗaler(oderanalogePunktederWelle)undheisstWellenl̈ange.Ó ist die Wellenzahlund gibt geradedie Zahl der Wellenẗaler pro Längeneinheit
an.ManbetrachtejetztdenzeitlichenAblauf aneinemfestenOrt, NachderZeit �
wiederholtsichin ð dieselbePhasederWelle,z.B.einWellental: � ist diePeriode
derWelle. Æ¢µ�Í�æëØ�� ist danndie Frequenz,mit welchersichdieselbePhasepro
Zeiteinheitwiederholt.Esgilt: �
µ¢ö�� .

Beispiel2: StehendeWelle.
Eine von links einfallendeharmonischeSeilwelle trifft auf eine festeHalterung
(abereskannsichauchum eineebeneLichtwelle handeln,die an einemSpiegel
reflektiertist) bei x = 0. Die Gesamtwellesetztsichausdereinfallendenundder
reflektiertenWelle zusammen,wobei die Randbedingung«�¬�ð µ çÕè�²�°äµ ç
	7²
erfüllt werdenmuss.Die gesuchteLösungist

«�¬�ðëè�²*°Úµ Ð Ê Ð"Ñ$Ò[¬�Æ£²�±5ÓYðÏ°�±:Ð"Ñ$Òm¬�Æ£² ¸ÌÓ[ð °�Î
µ Í Ð Ò���
�ÓYð>Ò���
àÆ£²

Wie die Figur zeigt, ist daskeinenormalelaufendeWelle mehr:Es gibt nämlich
Schwingungsknoten,andenendieWelleüberallverschwindet,undesgibt Schwin-
gungszeitenandenendie Auslenkungimmerverschwindet.Da die Schwingungs-
knoteneinefesteLageim Raumhaben,sprichtmanvon einerstehendenWelle.
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Die Schwingungsknotensind durch die Gleichung ÛmÜ�­§ÓYð ¾ µ ç bestimmt,d.h.� ð ¾ � µ¢­��OØ�Í , ­jµJçÕèk¯�è9Íªè9¶ªê�ê�ê .

Abbildung4.11:StehendeWelle (links) undResonator(rechst)

Beipiel 3: EigenfrequenzeneinesschwingendenSeils.
Hält man dasSeil auchnoch im AbstandL fest, so tritt die zus̈atzlicheRand-
bedingungÒ���
�Ó�� µ ç auf, die nur für bestimmteÓ - Zahlen(d.h. für bestimmte
Wellenl̈angen)erfüllbar ist: � ¾ µ ­�� Ø�Í , ­fµ çÕèk¯�è9Íªè�ê�ê . Dies bedeutet,dassdie
stehendeWelle im Gebiet� nur bestimmteFrequenzenÆ ¾ µ ¾����� annehmendarf.
Nur solcheWellen, die dieseFrequenzhaben,könnenim Gebiet � zu betr̈acht-
lichenAmplitudenschwingen.Daraussiehtman,dassstehendeWellen fastallen
Musikinstrumentenzugrundeliegen:esist damitmöglich,bestimmteNotenzuse-
lektieren.Wennwir anLicht denken,daszwischenzwei Spiegelnreflektiertwird,
so könnenwir unsgenausovorstellen,dassnur bestimmteFrequenzenund Wel-
lenlängenzwischendenzwei Spiegeln existierenkönnen.In diesemFall spricht
manvon einemoptischenResonator. Ein solcheroptischerResonatorist einefun-
damentaleKomponentefür die Erzeugungvon Laserlicht,die sehrgenaumono-
kromatischist.

Beipiel 4: Polarisation einer Welle.
In der Phononenwelle,die wir zur Herleitungder Wellengleichungbenutztha-

ben,schwingendie Atome entlangder Ausbreitungsrichtung. Eine solcheWelle
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ist eine longitudinaleWelle, d.h. sie ist longitudinalpolarisiert.Es ist aberauch
möglich, dassdie Störung senkrechtzur Ausbreitungsrichtungstattfindet(Seil-
welle und transversalePhononen):mansprichtdaherbei der Seilwelle von einer
transversalenPolarisation.DieselbePolarisationhabenEM Wellen,beiwelchenE
undB ebensosenkrechtzur Fortpflanzungsrichtungschwingen.Ein weiteresBei-
spiel einer longitudinalpolarisiertenWelle sind Schallwellen. Schalloderelasti-
scheWellenin einemStab,entstehenindemeinemikroskopischeMengevonAto-
men- etwa auf einerEbeneliegend- komprimiertwird. Es bildet sich in einem
Volumenelementein Überdruck,derdie darausfolgendeMengevon Atomennach
vorn befördert.Wie ein Domino breitetsich die urspr̈unglicheKompressionaus.
DieseKompressionbestehtauseinerAuslenkungderAtomeausihrer Ruhelage,
undzwar parallelzur Ausbreitungsrichtung. Schallwellen sinddaherlongitudinal
polarisiert.

Beipiel 5: Die Ausbreitung von Wellen in drei Dimensionen.
Die Grundlagefür die Ausbreitungvon Wellen im dreidimensionalenKoordina-
tenraumist die dreidimensionaleWellengleichung

ñ Ç «�¬�ðëè��7è��.è�²�°ñ ² Ç µ¢ö Ç Ê ñ Ç «�¬�ðëè��7è��.è�²*°ñ ð Ç ¸ ñ Ç «�¬�ðëè��7è��.è�²*°ñ � Ç ¸ ñ Ç «�¬�ð�è��Oè��Ëè�²�°ñ � Ç Î
EinesehrwichtigeLösungdieserGleichungistdieebeneharmonischeWelle «�¬�ð�è��Oè��.è�²*°¡µÐ Ð"Ñ$Ò[¬��Ó��ð@±¨Æ£²�° , mit Æ¢µ�ö � �Ó � . �Ó ist derWellenvektor. Alle Punkte �ð mit gleicher
AuslenkungoderPhaseliegenauf Ebenenmit derGleichung �Ó��ð�µ ��÷Y­ëÛm²	ê Das
sind Ebenensenkrechtzur Ausbreitungsrichtung,die von �Ó festgelegt ist. Neben
den ebenenWellen tretenin der PhysikzuweilenauchWellen mit gekr̈ummten
FlächengleicherPhaseauf, wie zum BeispielZylinder- oderKugelwellen. Eine
Kugelwelle,zumBeispiel,ist eineWelle,dieeinenkugelf̈ormigenWellenfrontbe-
sitzt. Kugelwellen breitensich typischerweiseauseinerPunktquelleaus.Die all-
gemeineForm einerKugelwelle, die sichvom UrsprungdesKoordinatensystems
mit Fortpflanzungsgeschwindigkeitc ausbreitet,findenwir alsdie Lösungder ra-
dialsymmetrischenWellengleichung

ñ Ç «�¬"!Yè�²�°ñ ² Ç µJö Ç ¯! ññ ! Ê ! ñ
«�¬"!Yè�²*°
ñ ! Î

Dasergibt: «�¬"!Yè�²�° µ$# »&%�'(�dÂ8Ä% , wie durchdirektesEinsetzensichtbarwird. Verges-
senwir für einenAugenblickdenFaktor r im Nenner. Die Amplitude der Welle
zu einerbestimmtenZeit hat dannals FunktiondesAbstandsvom Ursprungei-
nebestimmteGestalt,die mit derGeschwindigkeit c vom Ursprungausl̈auft (oder
zum Ursprunghinläuft). Der Faktor r im Nennersagtunsaber, da die Amplitu-
de derWelle im Lauf der Ausbreitungproportionalzu 1/r abnimmt.Mit anderen
Worten: Währendbei einer ebenenWelle die Amplitude währenddesAusbrei-
tungsvorgangskonstantbleibt, nimmt die Amplitude einerKugelwelle stetigab,
wie esin derFigur dargestelltist.
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Beipiel 6: Akustische Wellen in der Geologie. Die Erde kann zu Eigen-
schwingungenangeregt werden,insbesonderebei Erdbeben.Die Grundschwin-
gungsperiodebetr̈agt rund50 Minuten,wasetwa derZeit einesakustischenHin-
undRücklaufsdurchdie Erdeentspricht.DasBild zeigtdie DeformationderErde
(nicht massstabgetreu)bei einersolchenSchwingungzur Zeit t = 0 und 25 min
sp̈ater. AkustischeWellensindaberauchein leistungsf̈ahigesHilfsmittel zur Un-
tersuchungdesErdinnern.UnsereKenntnisvom Erdinnernstammthaupts̈achlich
von seismologischenBeobachtungen.Aus derReisezeitundReiseroutevon Erd-
bebenwellenkannmandenradialenVerlaufderSchallgeschwindigkeit im Erdin-
nernbestimmen:DasBild zeigtz.B.dielongitudinalenundtransversalenSchallge-
schwindigkeitenim Erdinnern.Deutlichsichtbarist dasNullwerdendertransversa-
lenGeschwindigkeit unddamitderSchersteifigkeit im Erdinnern,welchesaufden
flüssigenZustanddesErdkernshinweist.Die akustischeInformation zeigt aber
nicht nur die Existenzund AbmessungdesflüssigenErdkerns,sonderndar̈uber
hinausweitereUnstetigkeiten,auf die wir hier nur hinweisenwollen. (Zum Bei-
spiel die mit F bezeichneteUnstetigkeit in 5 200 km Tiefe, welcheeineweitere
Phasen̈anderungflüssig- festinnerhalbdesErdkernsandeutet.)
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